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Lồi nói đầu 


Chúng tôi xin giới thiệu với các bạn học sinh, cấp 3, đặp biệt là 
học sinh các lớp chuyên chọn, tập tài liệu về "DÀY SÔ - CÂP số" nhằm 
mục đích giúp các em có thêm tai liệu học tập và nâng cao trình độ của 
mình trong chuyên đề này. 

Mỗi một vấn đề đèu được bắt đầu bằng phần tóm tắt lý thuyết nếu 
phần này đã học và phần giới thiệu và triển khai một số kiến thức quan 
trọng nếu phần này chưa học hoặc ít được đề cập trong các sách giáp khoa 
thong dụng ở cấp 3. Sau đo là phần bài tập có lời giai và bài tập đè nghị. 
Đó la những bài tập minh họa các kiến thức trước đó hoặc những bài tập 
có liên quan đến các kiên thức đó nhưng cao hơn, trích trong các đề thi 
Tú Tài Pháp hoặc các kỳ thi học sinh giỏi thành phố HCM, Toàn quốc và 
Quốc tế. Doi với bài tập đề nghị tác giả có hướng dẫn qua, nhưng học sinh 
hoàn toàn có thể nghĩ đến phương pháp khác riêng cua mình. ° 

Tác giả rất mong muốn kinh nghiệm và nhiệt tình của mình đem 
lại lợi ích cho các học sinh ham thích toán. 

T rong lần xuất bản đầu tiên này, có thể có một số sai sót ngoài ý 
muốn, rất mong bạn đọc góp ý - xin chân thành cám ơn. 


TPHồChí Minh, mùa hè 94 
TÁC QIẢ 
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§1 CẤP số CỘNG 

A TÓM TẮT giáo khoa : 

1. Định nghĩa : Ta gọi cấp số cộng công sai d*0 tất cả dãy số (Un) thỏa 

điều kiện : 

u Ị cho sẵn, trong R 
:/ n = u n+ ,+d (n > 2) 

2. Các công thúrc quan trọng : 

/ /<n = Uj + (n - 1). d (n > 2) 

«n_l + Un+Ị 

2 u n =È : — 1 (n > 2) - 

Công thúc này là đặc trung của cấp số cộng 

«(«! +«„) n{2ui + (n-l). d] 

2 2 
n 

.xr . n(n + 1) 

4ỵ,k = Ị + 2 + ... + n = - 

2 

k = 1 • 

BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI : 


Bài 1 : ChứnỊ» minh á, b, c là ba sổ dương tạo thành một cắp sá cộng 
nêu và chỉ nêu ba sô : 

_ l 1 1 

V/T + Vc" ’ Vc" + Võ" ’ Võ"+VíT 

tạo thành một cáp số cộng. 

Giải 

Trước hết ta có : 

;_1_ 1 Vc - ViT 

'ĩa + 'Ịb Vc + VíT - (Võ'+ 4b) ọĩc + Võ) 


n 

=«) + U2 + ... + U n = 
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X _1__ ___ V7- Võ" 

V7 + Võ~ V7 + Vc"~ (>/7+VÕ)(V/T + V7) 

b - a 

- ộỉã+ VT) (Vi"+ Vẽ) (Võ + Va) 

Từ hai kết quả đó ta cỏ : 

„ - a =c - b ^ VTW7 - VTWT“ ỹ7wr _ ' 4 

Hay là: v 

a + b 1 11^1^ ■ 

b= 7 <=> ¥;^“2 ( ^ + ^ ,t( ^ + ^ ) ■ 

Dó chính là điều phải chứng minh 

Bài 2 

Trong một cấp so cộng ta đặt: S k = Uj + u 2 + ... + u k 

1/ Cho biết: s m = n và s n = m (vổi m * n). Hãy tính s m+n . 

2/ Cho. biết: s m = s n (vói m * n). Hãy tính s m+n 

Giải 

1/ s„, = lì và s„ = m . Tính Sir+n 

m[2Mi+(fft-l) đ\ 
s m = n <=> -— — = n 

2 

2 

<=> 2mui + (m -m).d = 2n(l) 

Tưrtng tự từ Sn = m ta có : 2nui + (n 2 - n). ậ = 2m (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra: 

2ui . (m - n) + [(m 2 - n 2 ) - (m - n)]. d = - 2(m - n) 

Do mín nên : 

2ui + (m + n - 1). d = -2 <=o (m + n - 1). d = -2 - 2ui 
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Mặt khác ta có : 


(tn + n)[2ui +. (m'+ n - 1 ) ■ d] 


i’ _ \. SI- -* • \ 

òm+n — • 

2 

Thay két quả trên vào biểu thức của s m+n ta được : 

(m + n)(2uì -2-2ui) 

Sm+n = _ — — (m + n) 


2/ >Sm — Sn . Tính Sm+n 


Sm = s„ <=> m f2ui + (m - 1). d] = n [2uj + (n - 1). d] 
<=> 2u t (m -n) + [(m 2 - n 2 ) - (m - n)] d = 0 
<=> 2uj + (m + n - 1) d = 0 (do m 5* n) 

Thay vào biểu thức của s m+ n ta thấy ngay : s m+ n = 0 


Chứnẹ minh ^/2 , , 'Ịĩ không thẻ là ba sá hạng của bất kỳ 

một cấp so cộng nào. 


• Giải 

(ìiâ sử V 2 " , v?\ yỊĨ là ba số hàng thứ / + 1 , m + Ị và n + 1 của 
cùng một cấp số cộng. Thế thì: 

V2~= «1 + Id ; 'ĩĩ = Uỉ + md ; V5~= UI + nd 

V 2 " ( m-l).d m-l 

Từ đó : ~fr f— =—— = 

V5 - \3 (n - m)d n- m 

. m -1 ' m-l 

Nhưng mà I, m, n 6 N nên —— 6 Q .Đặt: — = r 

n-m n~m 

VĨ-VT ^ ^ 

ta chứng minh : V 5 >/ 3 ^ e ^ l(ỉí 

Thật vậy 

S/T-VsT 3 - Vó" . * cr rr 

V" = r => ^ = r => r. V15 + v6 = 3 (r + 1) 

r là số hữu tỷ nên 3 (r + 1) = s là só hữu tỷ ; 
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Ta có : r vr? + Vẽf = s (i) 

Từ (i) ta súy ra :(r Vĩ? + Vó") = (ír Vĩ?- Vó")= s (r Vĩ? - V?) 

f /7r' .rr 15r 2 -6 

nên: 'V15-v6=—~— •= s’ (ii). 

s 

s’ cũng là so hữu tỷ vì r và s đều là số hữu tỷ . 

Từ (i) và (ii) ta có : 2r V7? = s + s’ => Vĩ? = - 

2r 

Vậy Vĩ? là Số hữu tỷ : vô lý ! 

Tóm lại Vĩ", Vi", V? không thề là ba số hạng trong cùng một 
cấp số cộng được. 

Bài 4 

1/ Cho cấp số cộng ai, »2, •• Ị a n > . có tất cả các sế hạng đều 
khác 0. 

... - ..11 1 n - 1 

Chứng minh : —— + ~— + ... +--— =- 

ữ! «2 «2 a 3 a n-l <*n <*\U n 

2/ Giã sử có 1 dãy sổ (a n ) VỚI các so hqng đều khấc 0, thỏa điều 
kiện: 

, 1 .1 * -1 

+ —— + ... + ——— = ——— vối mọl k > 3 

a\ 112 dĩa?, dk-ì Ok a\ (ik 

Hãy chứng tỏ rằng dãy sổ (a n ) lả một cấp số cộng. 

Giải 

1/ Ta đè ý là : U 2 - ai = a3 - U 2 = ... = a n - an -1 = d 

1 _ 1 , 1 1 

nên Ui có : -= - (— - —) 

u I £/ 2 d đ| «2 

1 « \ (; - 1 ) 

(Ì2 #3 d ứ 2 #3 


1 11 

11 >1- 1 (i /t d I 
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('ộng (n -»1) đẳng thức trên ta được : ' 

11 1 1 r 1 

+ +... + = ( - -- ) 
ti Ị ti 2 £/2 ^3 6l /ỉ _Ị đ n d (ỉ \ CỉfỊ 

ữ n ~tí( «1+(«-I)rf-d[ 
d.a\a n dct] ư„ 

n - 1 ' 

2/ Từ giả ưiiết với k lần lượt cho bằng 3,4, .... n ta được : 


1 

1 

2 



+ .. 


(3) 

U\ «2 

ư 2 <1? 

(1] a? 


2 

1 

3 



+ 

— " 

(4) 

«1 (Ít, 

U-ịU 4 

«!«4 


n-2 

1 

n - 1 


■ị 

= -- 

(n) 

ư l a n-ì 

ư„_i a„ 

«1 «« 



Bicn đổi (3) tu đựợc : (3) => a-, + U| = 2a 2 

=> ÍÌ2 — U| = Uj —,U2 = d 
Như vậy Up ii 2 < a-, là 1 cấp số cộng công sai d. 

Bién đổi (4): (4) => 2a 4 + U| = 3a ? 

=> 2ai = -a t + 3 (»1 + 2(1) 

=> a4 = ai + 3d 

(ì UI sử ta chứng minh được : a n _! = a, + (n - 2). d 

Từ dẳng thức (n) tá suy ra : (n - 2) a n + aj = (n - 1) . a D _) , 

l)o đó : (n-2)a n =^Uị + (n - 1) . [Uị + (n - 2) d] 

= (n - 2) a ( + (n - 1) (n-2). d 
Suy ra : a n = Uị*^ (n - 1). d 

Vậy dãy sổ (a n ) là một cáp số cộng 






Itài 5 : Cho cáp số cộng ai, 32,..., an 

1/ Chứng minh : aj a n < a 2 a n _j < a 3 a n _2 < ... < a k a n _ k+I <... 

.. n + 1 

với 1 < k < 

2 

2 / (iiả sử tất cả các số hạng của cáp sô cộng (lêu không âm, hãy 
Chứng minh : 

, r -— _ » /-~~-- _ <11 + a n 

Sa 1 ư„ < Sa I «2 «}••• Hfi ắ ■ v~ 

Ciiái 

1 /. Ta chứng minh : 

. n+1 

ư*-l (*n—k+2 £ f»k “n-k+1 với 2 < * < — Thật vậy : 

a k _, a n _ k+ 2 = lai+ (k-2) .d| . [a,+ (n-k+1 ).(!] 

= a t +(n- l)a,d + (k-2) (n-k+ 1 ). d 2 (1) 
a k . a n _ k+ i = |íi| + (k — 1) d] . |a| + (n — k).d] 

= a, 2 + (n- l)a,d + (k- 1 ). (n - k). d 2 (2) 

Ta so sánh hai két quả ở < 1) và (2) bằng cách lấy hiệu : 

2 

a k a n _ k+ i - a k _! a n _ k+ . - f(k - l).(n - k)-(k - 2) (n - k + 1)] .d 
= • n - 2k + 2). d 2 

(ít 1 

Do k < _ nôn : n - 2k + 1 > 0 => n - 2k + 2 > 0 

2 

n+l 

Vạy : a k _, a n _ k+2 < a k a n _ k+1 (với 2 < k < - -) 

Ta cho k lấy các giá ưị trên ta thu được bất đẳng thức ỏ cáu 1/ 

2 / • '.'«!'<) câu 1/ ta có : 

(ii.ị a 2 a-Ị... a„) 2 = (aịa n ). (a 2 a n _ 1 y... (a n a, > (aran)" 

Lấy căn bậc 2n hai vế ta đưực : ^a n <^a i a 2 ....a n {i) 

• I)o a > 0 (i = 1,2.n) nên bất đẳng thức Côsi cho : 

Ị U\ + í<2 + ■' ■ + tin 

SdỊ Íí 2 ,..a n < 

n 
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= ir [(ai + a„) + (a 2 + a„_i)+ ... + (a„ + a,)] 
2 n 

1 , , „ _ õi+a n 

= 77 . n (aị + a n ) = (ii) 

2 n 2 

(i) và (ii) cho ta bất đẳng thức kép cần chứng minh 
c. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

1 Cho cắp số cộng ai, a 2 ,...»a n ,... với tất cả các so hạng đều dương 
và d * 0 . Chứng minh : , 

1 _ 1 1 _ _ _ n -1 

+ 'Ịã^ ' Vư n _| + 


Hướng dẫn : 


«* + ^7 




2/ à, b, c lần lượt là ba sổ hạng thử m, n, p của một cáp số cộng. 
Chứng minh : a. (n - p) + b. (p - m) + c. (ni - n) = 0 

3/ Một cấp số cộng có tính chắt VỚI mọi số nguyên dương m và n 


khác nhau, các tông Sm và s n thỏa hệ thức 


'm m 


s„ 


Chứng minh rằng! 


a m 2 m - 1 
a.. Tn — 1 


4/ Hãy xác định cáp số cộng biết rặng —— không phụ thuộc vào n. 

Sĩn 

/ * 

Đáp sổ *. d = 2uj 

5/ 1/ Định một cắp sổ cộng biết Sn = 3n 2 + 4n, vởl mọỉ số tự 
nhiên n. 

2/Một số các số hạng của cáp số này là những số chính phương. 
Hãy chu bieu thức tong quát của chúng. Kiêm tra thử lại. 

Hướng dẫn 

2/ u n = 6n + 1 = (2k + l) 2 <=> 3n = 2k. (k + 1) 
k và k -í 1 nguyên tố cùng nhau. 
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§2 CẤP số NHÂN 

A TÓM TẮT GIÁO KHOA 

1. Định nghía : Ta gọi cấp số nhân công bội q tất cả các dãy số(un) thỏa 

điều kiện . 

Uị cho sẵn trong R ' 

, «n = q • U „-1 (n > 2) 

Nêu q = 0 thì IÍ 2 = .... = Un = ... = 0 
Nêu q = I thì tất cả các số hạng bằng nhau và bằng U\ 

Nêu q = -I thì Uị = U3 = U 5 = .... ; U 2 = U 4 = ... = -Ui 

Sau này ta loại ba trường hợp tầm thường Itày 

2. Các công thức ; 

/ 

2 


u n = Ui . q n 1 (n >2) 


«n = u n -i . I » n+ 1 (n >2) 
H 1 u„ = u 2 u n _i = ... 

" .. 


X M* = 


k= I 


1 -.<? 


Với I q I < / thì «! + U 2 + ... s U n + = 


BÀI TẬP CỎ LỜI GIẢI 


ỊỊị 

l-q 


Hài 1 : Chứng minh rằng để ba số khác khống a, b, c là ba sổ hạng 
của cùng một cắp sổ nhân, điều kiện cần và đủ là tồn tại ba so 
nguyên khác không p, q, r sao cho : 


p + q + r = 0 
a p b* 1 . c r = 1 


Giải 

Thuận : (iịả sử a, b, c là ba số hạng thứ k + 1, / + 1 và m + 1 của 
cùng một cấp so nhân số hạng đầu Uị, công bộí p . 


1 

■ 
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Ta có : 

a = Uj . p*; b = Uj . p l ; c = Uj . p m 

Từ các đẳng thức ấy ta suy ra : 


a = p k-l => ậý-m = p(k-t)(l-m) 

b ■ b 


k J-m „ (b k-l 

= p => (-) = p 

a c *• 

Do đó: 

1-m .-1+m-k+l k-ỉ 1 

( , ) =(-) =>a ,b . c -1 

b c 


=> a l_m : b m “ k . c k -' =1 


Với p =• l - m ; q = m - k và r = k - l thì hiển nhiên là p, q, r là ba 
số nguyên khác không và : p + q+ .r = 0 

* Đảo : a, b, c 5É 0 thỏa hai điều kiện : 

(p + q + r = 0(í) 

Ịa p .bV = 1 (2) 

Do p + q + r = 0 nên tồn tại ít nhất là một số dường và 1 số âm. Giả 
sử đó là r > 0 và q < 0. Từ giả thiết (2) ta viết: 

b b 

Đặt: p r = ” => b = a p r (3) 

a 

. - Từ(*)tạcó: c~) r = => c = b P p => c = a . p r+l> (4) 

b 

(3) và (4) cho thấy a, b, c là ba số hạng củạ cấp số nhân a là số 
hạng đầu, b là số hạng thứ r + 1 còn c là số hạng thứ r + p + 1. 


Bải 2 


Cho tông sô : 

A = 1 + 11 + 111 + ... +JML.J. 

n sọ 1 

Chứng minh rằng: 

10" +1 - 9(n + 1)-1 

A = 

81 
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Bài 3 : Cho cáp số nhân có số hạng đàu ai^Ovàq^ữvàqíỉl. Gọi 
s n lá tong của n số hạng đầu tiên. Chứng minh : 

S n (S3 n -S 2n ) = (S 2n -S n ) 2 


S n . (Sjn S211) 


Mặt khác : 


($2n ^n) 


Giải 

g ai(l-g") \aì {ỉ-q in ) _ ai(l- q 2n ) 
1-9 'L l-q 1 -g 
2 

“i ,, n N , _2n . 3 ik 

= ~~T; (i-q )(q -q ) 

(1-9) 

2 

“1 2n ,, n.2 

= 7 ,' q - 0 -q) 

(1-9) . 

a l .q n .(l-q n ) 1 

= \- Ì H — ý -Ỷ ( 1 ) 

\-q 


ai(l-9 2 ”) _ fli0-9”) j 

. 1-9 ■ 1-9 j 
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( 2 ) 


2 

.... 2n. .11.,2 

- . [(1 -q )-(l -q )] 

(1 -<ỉ) 

2 

T n ,. n.,2 

, • lq (1-q)] 

(1-?) Z 


= [ 


/f , V 

«l;í,2 


1 -<? 


So sánh (1) và (2) ta có : • S n (S ?n - S 2n ) = (S 2n - S n r 



Giải 

Cìiả sử a, b, c có công bội q, thế thì q > 0 do a, b, c > 0 
Ta có : 


í h :3 

ụ = aq 


rác đièu kiện : 


dược dicn tả tliành : 

„ .2 

1 + q > q 

2 


fa+ b > c 
+- c > b 
[ b + c > a 


I + q > q <=> 
q+q 2 > 1 


q - q - 1 < 0 
q 2 - q + 1 > 0 
q 2 + q - 1 > 0 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


Diều kiện (2) hiển nhiên đúng. Còn (1) thì tương đương với : 
1-^5 . 1 + 'Í5 


■■ < q < —. 

2 2 


1 -VíT. -1 + V? 

“—*—— V-—— 


và (2) thì tương đương với : q < _ hay q > 
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, • VsT-1 vr+1 

Do q > 0 nên điêu kiện của q rút lại là : < q < 

Bài 5 

1/ Chứng minh rằng nếu X, y, z (bà so thực khác 0) theo thứ tự tao 

thành một cắp sổ nhân thì ta có : 

, n . _.n . _n. , n _.n . n. _ 2n , _.2n , _2n ’ w _ r, 

(x+y+z)(x-y+z) = x +y +z ;VneZ 

Trong trường hợp nào thì phần đảo đúng. 

2/ Áp dụng : xác định ba số thực khác 0 biết ràng chúng tạo thành 
một cấp so nhân có tong nghịch đảo của chúng bằng 26 và tong 
bình phương các nghịch đao của chúng bằng 364. 


Giải 

.., . ,11 ' .11 , .11, , n ,,n • IK _/„n , n ,2 ,, 2 n 

1/. la CO : (X + y + z ). (x - y + 7. ) = (x + 7 ) - y 

_ 2 n _ 2 n . -.11 _n 2 n 
= X +7 + 2x 7 - y 

I)o đó: 

I) = (x n + y n + 7 n ). (x n - y n + 7 n ) - (x 2n + y 2n + z 2n ) 

= 2(x" /" - y 2n ) 

1)0 ’ X. y, 7 nên y 2 = X7 => y 2n = x" . z n 

■ Vậy D = 0 nên : (x n + y" + z n ) (x n - y n + z n ) = X 2n + y 2n + z 2n (1) 

Dảo lại. nếu có (1> tức là p = 0 nên : x n z° = y 2n 
('ó hai trường hợp phải xem xét: 

I/ n lẻ : I lệ thức trên (lân tới X7. = y 

1 >0 đó X, y. 7 theo thứ tự tạo thành một cấp so nhân : Dảo đúng. 
2/ n chẵn : I lộ thức ưên cho : 

- Hoặc là y 2 = xz . lúc ấy X, y, 7 theo thứ tự tạo thành một cấp số 
nhân : Dảo đúngi 

- Họặc là y 2 = -xz, lúc ấy đảo sai vì X và 7 trái dấu nên X, y, 7 không 
thể là một cáp số nhân được. 

'lom lại: Phần đảo chỉ đúng khi n lẻ hoặc khi n chẵn và X, y 
cùng dấu 

1S 


1 

1 




ì 




2/ Cho n =*- 1 vào (1) ta được 


,111, /I 1 ,1,1,1,1 

X y z X y z x ĩ ỵ 2 z 2 


Với giả thiết ta suy ra : 


26 = 364 <=>--- + -= 14 

X y - z X y z 


Vậy ta có hệ : 


Suy ra : 


111 _ 

+ + = 26 
X y z 

1 11 

--- + -= 14 
X V z 


<=> y = 


Sau đó ta có : + ' “14+6=20 

X z 

1 1 1 1 -u 

và : xz = — <=> “ . “ = 36 

36 JC r 

Như vậy - và - là nghiệm của phương trình : 

Xỉ' 


Kết quả : 


u - 20u + 36 = 0 <=> u = 2 ; u =18 

' = 2 <=> X = ■“ r~ = 18 <=> z = 77 
X 2 và z 18 


- = 18 <=> X = 7 - 
X 18 


Ket luận : Hai đáp số : 1 ) 


1 „_1 

= 2 <=> z = _ 

z 2 


•»I i 1,1, 

7 , , , 77 (q = 7 ) 

2 6 18 3 


I 



c BÀI TẬP ĐÊ NGHỊ 
• 1. Tính tảng: 


7 + 77 + 777 + ... + 77^.7 
n số 7 


... 7(1(/ - 9n T-10) 

Đáp sô : - -- 

H 81 


2. Tính tảng : 


„.357 

s„ = 1 +.-+.+ , + 
2 2 2 4 2 6 


2 « + 1 
n 


Hướng dẫn và đáp số : Tính Sn - ~ Sn 

4 

... 20 6 « + 11 
Đáp sô : s„ = - 


9.2 


2 n 


3. Một cáp số cộng và một cáp sá nhân có cùng số hạng thi/m +1, 
thứ n + 1 và thứ p + 1 lả ba số dựơng a, b, c. 


„b-c . c-a „a-b _ , 
a . b . c =1 


Chứng minh : 

Hướng dẫn : Dùng các công thức của cấp số cộng và cấp số nhân: 
a= Uị + md vàa = Vj. q",... vân vân,... 

4. Chứng minh rằng 2, 3, 5 'không thể ỉà những số hạng của cùng 
một câp sô nhân được. 

Hướng dẫn : Neu chúng là các số hà' Ị thớ k + 1, / + 1 và m + 1 
của cung một cấp số nhân số hạng đàu a, công bội q, thì ta 
chứng minh được : 


Từ đó : 


2 k—1 5 m—1 

ỉ = q ; 3 q 

2 m . 3 k . 5 1 = 2 1 .3 m . 5 k fvô lý) 


(Một số nguyên dương chỉ có thể phân tích tliành thừa số 
nguyên tổ một cách duy nhắt). 

5. Cho một cấp số cộng : f «j , d *2 ,..., a n , ... 

.và một cấp.số nhân : ^ bj , bj ,..., b n ,... 


20 



1/ Neu ai > 0; V i và ai = bi / a 2 = bỉ thì hãy Chứng minh rằng: 
a n < bn ; V n > 2 

2/Nấu (Ii> 0; V i và ai = bi ^ a n = bn thì hãy Chứng minh rằng: 


I a k > bk với Ị < k < n 
a k < bk VỐI k > n 


Hướng dẫn: 

1/Chứng tỏ d > 0 vàq > 1 . . 

Sau đó suy ra: n-l<l + q + q + ... + q hiên nhiên 
2/ Cũng như trên : d > 0 và q > 1 . 


Ta sẽ có : 


ĩ -1 Ịỉ - 
n -1 k-ì 


- Khi n > k uiì bất đẳng thức hiền nhiên đúng 

- Khi n < k thì thay đổi vai ưò của n vàk. 

6. a, b là hai số cho sẵn. Ta lập dãy số (a n ) như sau : 

/ aj = a ; a 2 = b 


<V-I + a n-2 


(n>3) 


1/ Chứng minh rằng dãy (u n ) định bởi Un = a n - a n -l là một cáp 
sô nhân. 

2/ Tính Un theo a và b rồi tìm liman 


Đáp số : limcin = 


a + 2b 


7. Có cáp số nhân có công bội q vói I q I < ỉ . Tínb các tổng sau 
đây: 

1/ Tj = 1 + 2q + 3q + ... + nq + ... 

2/ Tj = 1 + 4q + 9q_ + ... + n q + ... 

3/ T 3 = 1 + 8q + 27q 2 + ... + n 3 q n_1 + ... 


Đáp số : 1/Tị = 


1 + Q _ + 4q + 1 

2/ T 2 = ■ 3/ T? = H ■ - 

• ạ-qỹ (1 -qý 
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§3 DẦY SỐ 

A TÓM TẮT GIÁO KHOA 
I ĐẠI CƯƠNG VÊ DÃY số : 

1. Định nghĩa : 

Một dãy số là một ánh xạ tà tập N đến tập hợp R. 
n I--> ý(n) = u n 

Ta ghi: Dãy só (u n ) a Ễ N hoặc vắn tắt hơn : dãy (u n ) 

2. Dãy số tăng - dãy sổ giảm : 

Dãy (u B ) tăng kề từ n Q : n > n 0 => Up +1 ;> Un 
Dãy (Un) giảm kể từ n Q . n > n 0 => Un +1 < Un 
CHÚ Ý : 

1/ Dãy tăng, 'dãy giảm được gọi chung là dãy đơn điệu. 

2/ Dãy có thẻ tăng hoặc giảm kẻ từ n a , nhung dãy cũng có thể tăng 
hoặc giảm kể từ đầu (n a = 0). Sau này tà gọi chung là dãy tăng 
hoặc dãy giảm (mà khổng noi kẻ từ nó). 

3. Dãy số bị chận • 

Dãy (u n ) bị chận ưên (bị chận bên phải): 

3 A € R : u n < A ; V n e N 
Dãy (u n ) bị chận dưới (bị chận bên ưái): 

3fle i?:« n > B ; Vn £ N 
Dãy ( Un) bị chận khi nó bị chận trên và bị chận dưới. 

CHÚ Ỷ : 

// Các số thực Avà B nói trên \hông duy nhất. Thật vậy A có thề thay 
bồi A' > A , còn fì thì có thê thay bởi B’ < B. 

2/ Hiền nhiên (Un) bị chận khi và chỉ khi (I Un I) bị chận ưên, tức là : 

* (u n ) bị chận <=> (3 A > 0 : l'u n 1 < A ; V n £ N) 

4. Các phép tính vê dãy số : 
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Từ hai dãy <U D ) và (v n ) ta định nghĩa các dãy mới: t 
Dãy (u„ + v n ): w„ ='u„ + v„ ; V n e N 
Dãy (lin . v n ) : w„ = Un . v n ; Vn E N 

Dãy (k . Un) : w„ = k . Un ; V n e N (vói k là một số thực cho 

sẵri) 

• 1 2 Ufj 

Dãy ( ) (vôi v n * 0 kê từ n 0 ): w„ = - -; V n > n ơ . 

V)t v„ 

5. Dãy con 

Cho dãy (u ). Với mỗi số tự nhiên n ta cho tương ứng với một số tự 
nhiên p n sao cho : 

P\ <P2<P3<-<Pn<- 

Tư nói dãy (v n ) định híli: v = M là dãy con của (u n ) 

Hiến nhiên từ nếu dãy (u n ) bị chận thì dãy con của nó cũng bị chận. 
II (ỈIỚI HẠN CỦA DÃY SO : 

1. Dịnh nghĩa : 

Dãy (u„) có giới hạn là l (hay : hội tụ đến l) nếu tôn tụi S(ị thực I 
•sao cho vói mọi số E > tì ta tìm được một sớ tự nhiên n a đê môi khỉ 
có n > n (ì thì có I u n - I ' 1 < e 

Ký hiệu : (u„) ->/ khi n -> + <x> 

Hoặc lừ : lim u n = l 

n —> o» 

Do định nghĩa ta có : 

lim u„ = / <=> ( V e > 0; 3n 0 € N; n > n D => I u„ - /1 < E ) 

* // —> oo 


2. Hai thí dụ quan trọng : 



1 

1 Chứng minh rằng : 

lim — = 0 


Giải 

Cho e > 0 tùy ý. Ta có : l“-OI<E <=>“<£ - 

n n 
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<=> n > 


Chọn n o là số nguyên'dương Ịềa hơn 1 ; ta có : 


n > n => I - 0 I < e 


Vậy: 


lim = 0- 


-CHÚ Ý: 

1/ Hiền nhiên n o không phải duy nhất; nó tùy thuộc vào E 
2/Ta cũng chứng minh được : lim -^ = 0(a>0) 

n —n 


2. Chứng minh ràng : lim q" = 0 (vối I ql < 1) 
n —»®° 


Giải 

Cho e > 0 tùy ý. 

Ta có : I q" - 0 I < £ <=> I q 1“ < £ 

<=>'n. lg I q I < lg £ 
lf>e 

<=> n > 7^7 (chú ý : lg I q I < 0) 
lg\q\ 

/og 

Chọn n„ là số nguyên dương lớn hơn 777 ; ta dí: 

lg\q\ 


Vậy: 


n > n ơ => I q n - 0 I < ê 
lim q n = 0 


Hai kẹt quả trong các thí dụ ưên sau này sẽ được dùng trong các 
phép tính về giới hạư mà không cần chứng minh lại. 

3. Tính duy nhát của 1 

Định lý 1 : Nêu dãy (u D ) có giới hạn là / thì / là duy nhất. 


I 

■ 


24 


I 





Chứng mi/Ji 

(ìiậ sử rằng (u n ) có giới hạn là l và /'* / 

i/-/’l .. ‘ • 

Dặt : £ = _ 1 <=> 1 / - /1 = 2 e (i) 

2 

Do định nghĩa ta có : 3 tij e N ; n > nj => I u n -Ệ 
3n 2 e N : n> n 2 => l*u n -/’l<E 
■Do đó" . y;-' 

n > max (nj , n 2 ) => I / - /1 < I u n - /1 + I u n - Z'l < 2 e (ii) 

■ (i) và (ii) mâu thuẫn nhau. Vậy l = l' tỵ- 

4. ỈỊI«U kiện để dãy hội tụ 

Định lý 2 : (càn) Mọi dãy hội tụ dều bị chận. 

Chứng minh 

Cho dãy (u n ) hội tụ đến l: 

Ve> 0 ;3n 0 e N : ns 1 > n 0 =>.z- e< u„ < /+.e 
Dặt: A = Irtax { u 0 , u. ,..., 1 + e } 

B = min ( u 0 ,Uị ,Z-e } 

Như thế hiền nhiên lằ : .‘A<u n <B ;Vne N 

Tốc là dây (u ) bị chận 

Định lý 3 (Đủ) Mọi dãy tăng (giảm) và bị chận trên (dưới) thì hội 
tụ 

Chứng minh 

- Ta Chứng minh định lí ưong trường hợp dãy tăng và bị chận trên. 

* Xét tập hợp { u ơ , UỊ ,u n Đây là ưtột tập hợp vô hạn bị 
chận trên nên ton tại một chạn trên nhỏ nhất l của tập hợp đó; 

Cho e > 0 tùy ý. Hiển nhiên l~e< l nên / - e không phải là một 
chận ưên của tập hợp ấy, suy ra: 

3n 0 e N : Ujj o > l - E 

Mặt khác, (u n ) là dãy tăn| nên : n ỳ n c => u n > u n 

o 

=>/-£< u„ 0 < u n < l <1 + E 
=> 1 u„ - l\ < E 
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- pối với dãy (Un) giảm và. bị chận dưới thì ta xét dãy (-Un) Dãy 
này là dãy tăng và bị chận trên nên hội tụ. Từ đó (Un) hội tụ. 

C HÚ Ý : Trong chứng minh định lý 3 ta đã xử dụng mệnlTdề 
sau đây (mà ta công nhận): 

Mọi tập hợp cọn của R bị chận trên (dưới) đều có một chân 
trên (dưới) nhỏ nhất (lớn nhát). ' 

5. Các định lý vè giới hạn 

Cho hai dãy (u B ) và (v n ) hội tụ lần lượt đén / và r, a và B là hai số 
thực. Thế thì: 

(i) Dãy (au n + |3 v n ) hội tụ đến al + pz’ 

(ii) Dãy (u n v n ) hội tụ đến l.r 


(iii) Nêu v n * 0 (kể từ n o ) và néu /vo thì dãy — hội tụ đen 4 . 

v „ ' r 


(các chứng minh xem nhu bài tập) 

6. Quan hệ thứ tự và sự hội tụ > 

Định lý 4: Cho hai dãy (u n ) và (v ) làn lượt hội tụ tới l và r. Nếu 
u n 4 v „ ( kê tứ một thứ hạng nào đo) 'thì l <. V. 

•Chứng minh 
Ke từ n, ta có : u. < V. 

1 n n 


■’ Kẻ từ n, ta có: 


Giả sử l'< l. Đặt: e = -—— 

Tồn tại một số tự nhiên n 2 sao cho : 


>0 


n>n 2 => ị 


I u„ - /1 < 


l-J 

2 

l + r 


.1 v n -n< 

V n 2 


Nếu n 0 = max (n ( , n 2 ) thì : 


/- u_ < 


n > no =>, 


2 => 


I > ~ 

n 2 


\V„ - /'< 


. 1-r 


1+r 

2 

1+r 


v„< 
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=> 


u n > v„ : mâu thuẫn với giả thiết Vậy / < /' 
'à (v n ) lần lượt 

ì đó Un < Vn. 

Chứng minh 


Định lý 5: Cho hai dãy (u n ) và (v n ) lần lượt hội tụ tới l vàP. Neu ỉ <7'thế 
thì kể từ một thứ hạng nào đó Un < Vn. 


Đặt: 


/’-/ 

e = . > 0 


Tồn tại hai số tự nhiên n J và n 2 sao cho : 


,, ,/’-/■ /+•/’ 
n > n t => I u n - /1 < £ => U n - / < => u„ < 

V-ỉ ỉ+r 


n > n, => I v„ - /1 < e => v„ < 

l n - n 


=> v„ > —— 
" 2 


Do đó : n > max (ój, n 2 ) => u n < v n 

CHỦ Ý : Trong định lý 4 khi u n < v n vẫn có thể ỉ =7'. Chẳng hạn 
“ ; Vn) I nhưng lim ị'-- ) = lim - . Còn trong định lý 5 

n n • n—>+oo ^ n->+oo ^ * 

khi / = /'thì ta chưa kết luận gì về thứ tự của u n và v n . 

Định lý 6 : Cho ba dãy (Un), (Un) và (w n ) với Un <y n < w„ (kề từ một thứ 
hạng nào đó). Nêu (Un) vá (w„) cũng hội tụ đến l thì (v n ) cũng hội tụ 
đến t. 

. • Chứng minh 

Theo giả thiết, tồn tại số tự nhiên n f sao cho : 

n > Hị => u n < v n < w„ 

Với e > 0 tùy ý, tồn tại số tự nhiên n 2 sao cho : 

_ _ _ /-e<u a </ + e 

n > n 2 => 

/- e < w n < / + e 

Do đó: 

n > max (n[, n 2 ) => i— e < u„ < v n < w„ < / + e 

=> 1 v n - 1 1 < e 

Vậy dãy (v n ) cũng hội tụ đén 1. 
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7. Dãy số tiến tới vô cực. 

Định nghĩa : 

* Dãy (Un) tiến tới + °° khi với mọi số A > 0 tồn tại số tự nhiên Ho 
sao cho mỗi khi,có n > nothì Un > A. 

Ký hiệu : lim u„ = + °° hoặciUnỷ -» + °° khi n—> + 

rt—• r 

lim u n = + °° <=> ( VA > 0;3 n 0 e N: n>n a => u n >A) 

n —> oo 

* Dậy (Un) tiến tới - °° khi với mọi số B < 0, tồn tại số tự nhiên n 0 
sao cho mỗi khi có n > n G thì Un < B. 

Ký hiệu . lim u n = - oo hoặc (u„) —> - °° khi n -» +OỌ 
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n —H-OO 

lim u„ = <=> ( VB < 0 ;3n 0 6 N : n > n 0 => u n < B) 

n —ỳ+oo 

Các định lý về giối hqn vô.cực 

1 Dãy (ụ„ + v„) 


Dáng vô định oo — oo 


2 Dãy (u„- v n ) 


. Dạng vô định 0 oo 
. Các tích số có dấu định 
bởi qui tắc dấu 


N “H« 

/'*( 

0 

oo 

1*0 

ir 

0 

oo 

0 

0 

0 

y.Đ 

oo 

oo 

V.Đ 

oo 

\ 


<ọ tirt. 



r 

vt.°° 

- oo 

1 

/ + /' 

+ 00 

— oo 

+ 00 

+ oo 

+ oo 

V.Đ 

— oo 

— oo 

V.Đ 

— oo 



Ị 
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3 Dãy 


Sỉ 

m 

ICTỈ 

itt 

0 

- 



1 


- ỳ + 00 

0 


H3 

V.Đ. 

□1 

00 

00 


% 

v n 

—¥ -+ 00 

V.Đ 


. Dạng vô định 
i Ấp dụng qui tắc dấu 


B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI 

Bài 1: Dùng định nghĩa để Chứng minh : 


n + 2 

I/ lim - Ĩ - L ~ X 1 


rt —H-oo 


n + 1 


... n 2 - 1 _ 1 

2/lim 77—7 x;: 
V «-H-» 2 n +1 2 


3 / lim q" = 0 (với I q I < 1 ) 


Giải 


Cho £ > 0 tùy ý: 

\n + 2 


1 / 


n + 1 


-1 k t <•> —7 < e 
n+1 


<=>n>f-l 
e 

Chọn n Q là số nguyên dương nhỏ nhất lớn hơn ^ - 1 

, £ 

I I 1 • 


Ta ''ó: 


n > r. Q => 


rt + 2 

n + l _1 


<e 
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n + 2 

lim ~T = 1 


n + 1 1 

—< e <=> 


>. « _ -i 

| U . T, -ị 2(2n Ịfi> " if ■ 

; .2 3 - 2e . . 

<=>!)>—- 

Với £ > 0 khỉ (nhổ đủ cho 3 - 2 e > 0 thì ta chọn n Q là số nguyên 
dương nhỏ nhất lớn hơn — Ta có . 


n > n 0 => 


Vậy: lim 


n -1 1 

Ỉ7 , ỉ <E 

n 2 -1 1 


>+«> 2 / 2+1 ^ 

3 / Trong phần tóm tắt giáo khoa ta đã cồ một cách chứng minh 
công thức : lim . q n sạ 0 (với I q I < 1) 

n . ỉ . t 

Bây giờ ta đưa thêm cách khác : 

I q I < 1 => 7 7 > 1 (dĩ nhiên q /0) 

M 

Dặt : = 1 + a ( a >0) 

1*1 

l a có, theo hất đẳng thức Bemouilii ' 

( ■ ) n = (1 + a)” > 1 + n a > n a 
lựl 

Suy ra : 1 q l" < — 
na 

. ■ , _ . _ 1 

Ta chọn n c là sô nguyên dương nhỏ nhât lớn hơn — 

a. e 

Ta có : n > n 0 => I q l n < e 
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=> I q n t'(Ị l < e 

Vậy: lim q" = 0 (với I q I < l) 


n —»+03 _ 

Bài 2 : a > ỡ là số thực cho sạn. Chứng minh : lim”Võ" = 1 


Giải 

Có ba trường hợp cần xét: 

1 a = 1 Hiền nhiên là : "Vĩ" = 1 => lim^vr = 1 

■t' 1 n-H~ 

2 a > 1 Do a > 1 nên "Vữ" > 1 . Đặt "ýíã = 1 + E„ (e n > 0) 

Từ đó ta có : a = (1 + £„)" > 1 + n. £„ (n > 1) 
a- 1 . • 


Suy ra : 0 < £„ < 


n 


a - ĩ „ , 

Mà lim —- .=. 0 cho sên :.,J- . r . 

/!—>+<» ^ 


r ■ -• rỉ ti , • 7 . : ' 

lim £rt = 0 => lim n 'ía = ĩ 

n—H-oo «—»+“> 

3 0 < á < 1 Doỡ <a< 1 nêtib = ~ > 1 

a 

Theo 2 đã Chứng minh ở trcn, ta được : 

lim ”■'ỉb .= 1 =>. lún 77^.5? 1 f> Ịun"Võ = 1 
■ ■ ”ia 


■n— 


Tóm lại, nếu a > 0 cho sẵn thì ta có : 

lim n 'ĩã = 1 



Giải 

Do n > 1 nên "V«~ > 1 . Đặt: 


I 
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"Vw~= 1 +e„(e„>0) 


t)o đó : 

n = (1 + e„)" = 1 + n £„ + n ^ n ~ — ■ e„ + ... + n.eT' + e" 
Suy ra được: 

«(«-!) 2 „ _ 2 2 
n> ^—. t„ => 0 ắ e„ <7 7 ,í 

Ẳ. /I — I ’>•' 


=> lim e* =0 


=> lim e„ =0 


Vậy : lim "V/T= 1 


Bài 4 : Xét tính hội tụ cùa các dãy định bỏi: 
... _ 1 1 . 1 

" l 2 2 2 « 2 


ỉ 4, ít 

j2/ V = — + —+ ... + — (p là số nguyên dương cho sẵn) 
n n + 1 np 



Phương pháp : Dùng định lý 3 (đủ) trong phần trên : 

- Xem dãy tăng hay giảm 

- Xem dãy có bị chận trên (chận dưới) không 

- Kết luận 

(Người ta không yêu cầu tinh giới hạn các dãy số ấy) 
1/ Xét (u D ) 

' 1 , 1 , , 1 
Tacó : u n = —1 + ^1 +.... + ~z 
l 2 2 2 n 2 
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111 1 

Un+1= ,2 + 72 + " + ~2 + 772 

l 2 T n 2 (n + 1) 2 


Do đó : U n+ J - u n = 


>0, Vnỉĩl 


(n + ir 

Do đó dãy (u n ) tăng . 

Với mọi số tự nhiên k > 2 ta đều có : 
1 J 1 1 1 

lc 2 ~ kk (k - l)k~ k- 1 k 
Cho nên : 


1 1 

< 7 - 7 

1 2 

1 1 

< 7-7 

2 3 


1 1 _ Ị 

n 2 < n ~K « ' 

Cộng tất cả các bất đẳng thức lại theo từng vế, ta có : 

T 1 7 1 ' ' >r ~ 

u„ < 1 + 1 - = 2 - 

n n ' 

Suy ra: u n < 2 ; V n > 1 : dãy (u n ) bị chận trên 
Tóm lại: dãy (u B ) tảng và bi chận ưên nẽn là dãy hội tụ. 
2/ Xét (v n ) 

1 1 1 1 

Vn = " + " " + ••• + , 

n n + 1 np 


V n +1 - 


11 ,11 1 

; + 7 + ... + + - ; + ... + — 

n +1 n + 2 nj) np+1 (n+\).p 


ị 




1 


Do,đó: 
Nhưng: 


1 1 11 

V n+1 '■ v„ - — 7 + - - 77 f ... + -——— - - 

np+ì np + 2 (n + ì)p n 


1 1 
np+ 1 . np 

11 

— < 
np + 2 np 


11 

~~~~ < j 

(n'+l)p np 

Suy ra: 

V„+1 - v n < ( ■“ + "" + ... + ~~ ) - ■“ = 0 (n à 1 ) 
np np nn n 

n số hạng 

Từ đó (v„) là dãy giâm. 

Mặt khác, hiển nhiên là ta có : 4T 

>-'■ v n > 0 ; V n > 1 ; dãy(v n )bị chận dưới 
Tóm lai: dãy (v n ) giảm và bị chận dưới nên là dãy hội tụ. 

Bài 5 : Hai dãy (Un) và (v n ) đưực gọi là tiếp cận nhau khi chúng thỏa 
ba điều kiện sạu đây : . 

(0 (u„) là dãy tăng 

(11) (v n ) là dãy giảm 

(iií) lim I u„ - v„ I = 0 

n—*+oo . 

1 / Chứng minh rằng hai dãy tiếp cặn nhau thì họt tụ đến củng một 
giói hạn 

2/ Áp dụng cho : u„ = 1 + ~7 + 777 '+ ... + ~ 

7 n 1! 2! T: nì ĩ ; 

Chứng tỏ rằng giói hạn chung của hai dãy la một sổ vô tỷ. 




ị 





4 


4 Giải 

1/ Chứng minh (u n ) và (v n ) hội tụ đến củng một giới hạn 

Ta cứ cho rằng là ba điều kiện đúng ngay từ n = 1 (nếu không ta 
loại bớt đi một sổ số hạng). Xét dãy (w n ) định bởi: 

w„ = v n -u n 

Ta có : W n+ J - w n = (v n+1 - u n+1 ) - (v n - u„) 
-'W;i-Vn)-(u n+ i-u^) 

Theo giả thiết (u n ) là dãy tăng và (v n ) là dãy gốm 
nên : 

Í u n+ 1 -u„>0 

V n+ 1 -V „<0 
Cho nên : 

w n+1 -w n <0 

Suy ra(w ft ) = (v # - u n ) là dãy giảm. Nhưng theo giả thiết (iu) 
dãy nay họi tụ đen 0 cho nên : 

v n - u n ổ Ọ => v n ắu B 

Như vậy ta có : 

Ui <u 2 < ... <u n < v n < ... < v 2 < Vj 

Dãy (u n ) tăng và bị chận ưên (bôi Vj chẳng hạn) nên hội tụ. Từ đó 
áp dụng định lý giới hạn vào (iii) ta được : 

lim I u n - Vp I = 0 => lim (u n - v n ) = 0 
n •» 1 w> n )i o o 

=> lim u„ = lim v n 

rt-*+oo li . > I eo 

CHÚ Ý : Muốn áp dụng được định lý giới hạn vào giả thiết (iii) 
rõ ràng là ta phải chứng minh (u n ) và (v n ) là những dãy số hội 
tụ trước đã. 

2/ Áp dụng: 


.. , . _L . 

u„ =? 1 + 77 + 

■ V 




v„ = U B + 


n! 
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Ta kiềm ưa ba điều kiện của hai dãy tiếp cận nhau, 
(i) (u n ) là dây tăng. Quả vậy : 


U „ + 1 - u n = (lỷ 


1 1 

77 + 7 ? 
1! 2! 


.. + ■ 


^-(i+v.+i) 


(n + i)! 


1! 


1 


(« + l)! 

(ii) (v n ) là dãy giam. Quả vậy : 


> 0 ; V n > 1 


v n+l Vị) - :l n+l 


1 


(n + 1)! 


- u„ - 


n! 


= (u n+1 -u n ) + ( 


1 


1 


(n+1)! n! 

2 1 1-n 

<0 , Vn > 2 


(rt + 1)! nì (n + 1)! 


(iii) lim I u„ - v n I = lim ^7 = 0 

. n\ 

tì — tĩ — 


n! 


Như vậy (u n ) và (v„) là hai dãy tiếp cận nhau nên hội tụ đến 
cùng mọt giới hạn e. Do định lý vế thứ tự và giới hạn tã có : 


u„< e < v n 


Giả sử e là số hữu tý : e = — vBĩ p, n là hãi số tự nhiên. Ta có : 

n 


,11^ 

1 + + Ti+ ... + 


< 1 +77 + 77 + .... + 

1 I • <5-1 


!!• íi 


1 _L 
+ . 
nJ 


n 0 '. 


1 ! 2! n ơ ! n, 

Nhân tất cả cho n Q ! ta được . 

A < p (n G - 1) < A + 1 .. 

Trong đó A là một số tự nhiên. Như vậy ở giữa hai số tự nhiên A 
và A + 1 còn có một số tự nhiên khác là p (n 0 - 1); Vô lý ! 

Vậy e là số hữu tỷ. 
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10" / . .V 

Un = — (n > 1) 


Ị Bài 6 : Coi dãy số định bồt: ( v _, 

4 , ' ' n 

17 Chứng tỏ rằng kề từ một thứ hạng nào đó, dãy (u n ) là dãy giàm. 
2/ Chứng minh rằng dãy (u n ) hội tụ và tính lim u n 




Giải' 

i/(u n ) là dăy giảm kể từ n 0 nào đó. 

Ta chú ỷ lầ U R > Ồ ; V n ằ 1 
Lập tỳ s&: '■ 

“n+Ị lơ l+l - n! 10 
u„ ~ (rt + 1 )! ■ 10 " ” n + 1 
10 

Do đó : u„,, < u„ <=> — < 1 

* ■** “ n + 1 

<=> n + 1 > 10 <”=> n > 9 

Qua đó ta thấy dăy giảm kể từ n* = 10 

2/ Chứng minh (u n ) bộl tụ. Tính lim u n 

Dãy (u n ) giảm và bị chận dưới bởi số 0 nên hội tụ , 
Ta có, theo (1) với n > 10 : , 

U n = -”.U D _ 1 => u n £ ,u n _i 

n 11 

‘10 

Tương lự: Un_1 11 "~ 2 


‘ /'i. ^ 10 ,; 

#■ / « 11 ^ 11 u »0 

Nhâp tất cả các bất ẩẳng thức ấy và rút gọn : 

0 < u n < (tt) c. UJ0 
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Do lim u n ( J_9j n : l0 = 0nên lim u n = 0 

n ; w-» loo 

_ _ - V . .. , ... oP 

Bải 7 : 1/ a > 1 cho săn. Chứng minh : lim — = + oo 

«-H-» n 

2/ Tong quát: a > 1 và p > 0 cho sẵn ; chứng minh : 

.. a n 


Giải 


<f 


1/ ('hứng minh lim ~ = + oo (a > 1) 

M-W-~ n ‘ 

Do a > 1 cho sẵn nên ta có thể viết: 

a = 1 + h (h > 0, cố địnô) 

Từ khai triển Newton của (1 + h)" ta súy ra : 

n ^ n ( n - Ị) .2 _ Ể. ^ ( w ~ \ì h 2 
2 n 2 

n-l (f 

.Khin ~> + °° thì ~ 7 ~. —» + °° do đó : lim = + oo 
2 ■ _ n 


2/ Chứng minh trưởng hợp tảng quát 




Ta viết: 


oT 

V 


r Ị -ỊP 

ự)" 


" L 

Dặt: b = a l/p . Ta có : b > 1 


n 


b n 


Theo câú 1/ thì : rlim = + oo 

n —>+°o ^ 


1 
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1)0 đó : 


lim (—Ý — + °9 (p > 0) 

„ .... n 


Tức là: 


lim “‘ = + 30 ’ 
>1 *+ —' cỉ 


c BÀI TẬP »>Ề NGHỊ 

1. Tính giỏi hạn các dãy sau đây : 


*(_!)* *' - 7 «+t + 6 » + 1 

(«2 0) b/u„ = „ „ —(n-ằ.O) 

l.ný ?+(? 


c/u„ = 


■>■»** « . *. 

sin (« 2 ) 


(n>l) 


2. rinh ; 'lim "SÍrtĩ 

n-ịịoo 

- . V. - _ . . 

Hướng dẫn J nà 3 ; gọi p là số tự nhiên nhò hhẩt lớn hơn hoặc • 
bằng 2 ' Chứng tỏ: • Vrt! 5 V 

. „ n 

• n-p+1 ỉ . 

2 

/I 1—— fti i . >•'■ '■ - 

Từ đó suy ra: Vn! > (^)/2 . Kêt luận ? 

(T 

3. a > 0 cho sẵn. Tính : lim , 

. fl\ 

ị • 

Htí<inj> dẫn : Gụi [a] là phần nguyên cùa a. Khi n > [u| + 1 thì tá 
có thể viết: . y 

n - ỊaỊ thừa số [a] thìa số 


n - ịaị mưa so iaj tmạ so 
a.a...a a.a..\a 

nịn - + 1) [a]l . 

ị 
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Suy ra : u n < k. q n ^ với qa^Ỵ-r và k hằng số 

4. Xét sự hội tụ cúa các dãy saú đây : 

■ 1 1 1 ; .... . - 
a/u„= +;+... + — (p nguyên dương cho san) 

n n +1 np 0 

b/u n = (i + ;).(l + ỉ )...(1+ ) (n è 1) 

2 4 2” 

■ '1 - >■ 

HưởnịỊ dẫn : • 

a/ Chứng minh dãy giảnr- 

b/Chứng minh dãy tăng, nề chứng mirih dãy bị chận trên ta 

chứng minh : u n < 3 (1 - - ) bằng qui nạp 
2” 

5. Cho dãy (u n ) hội tụ đén /. Đặt:,; , 

u 1 + ỈÍ2 + ♦ • • + Mụ 

v n = - (Trung bình césaro) 

n 

Chứng minh rằng (v n ) cũng họi tụ đến /. 

Áp dụng : 1/ Cho u n + + - 

i n ĩn n 2 

('hứng tỏ : lim u n = 0 

n » 

2/Cho:u n = n (\ + ịf n 

k= 1 

('hứng tỏ : lim /<„ = c 2 

lì “H* * ■* 

Hướng dẫn : n 0 là một số tự nhiên thích hợp. (số nào ?) 

(K, +ư 2 + ...+ u n ) + (u n 

Ta có : V. - /=--- ° --- ' J * L ~ 

n n 

= a n + b n 
Rồi chứng minh : 
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lim a„= 0 và lim bạ = <) 

[Ị H- ' N* 11 •° 

6 . a là số thực cho sẵn Tính : 

a ư . ỊỊ\ 

lim u„ với u„ = cos ~ cos . ... cos 

n->~ * 2 2 

Hướng dẫn : 

tí sina . . 

Dùng công thức cos _ = đe tinn u„ 


2 

2sin7 

2 


7 . Tính giối hạn các dãy số sau đay : 

ayu n = (l - 2 ) . (1 - “ ) < l - n ^ 

f 1 ■ .1 

c/ w n = ( 1 — 1 — X,1 

T 3 ị. n 


Đáp số: a/ lim u n = 0 

I n— 

b/ lim v„ = () 


1 


c/ lim w„ = 


M—>+"> 


1 

I 


8. Cho hal số thực dương à, b VỐI a < b. Ta định dãy (a„) và dãy 
(bn)nhưsau: 

ư + b '_ a Á +_Ề l ■„ «„_I +/>„-1 

a, = 2 r ; a 2 - ■ 2 ’ - ’ a n 2 

hj 5= v«ĩ ề> ; b 2 = , • • ■ '4*11 = bn -1 ’ — 

Chứng Minh rằng (a„) và (b n ) là ỊiaTdãy hội tụ đến cùng một ; 

- giới hạn. Tính giới hạn đó. , ẹ _ • 

Hướng dẫn : . Dưa về bài 6 

. Mối quan hệ giữa a c và b n -_ 
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§4 DÃY SỐ Un = f(u n -l) 

ỉ - 


A MỘT Số KIÊN THỨC Cơ BÀN 

1. Một định lý ve hàm liên tục ụ 

(li ) là một dãy trong đoan la, b], f là một hàm số xác định ưên 
|a!k| . ; 

(i) Nén ( Mn)'hội tụ đến / e la, b] và nếu f liên tục tại / thì dãy (f(u n )) 

hội tụ đến •• 

(ii ) Nên với hất kỳ dãy (Uaì riàồ hội tự đện / 6 [a, b] mồ các dãy tương 
ứng (((Un)) hội tự-dến f(/) dừ hàm số f /iên tục tại /. 

Chứng minh 

Chứng minh (i) 

1 làm sổ f /iên tục tai l nên 

Ve > 0 ; a > 0 : I X - /1 < a => I f(x) - f(0 I < e 


Với a > 0 dó, do (u„) hội tụ đến l nên : 

’ : , n 0 e N : n > n„ => I u„ - /1 < a 
Khi ấy thì : n > ri 0 => I f(u n - !'(/) I < e 

Diều này chứng tò (f(u n )) hội tụ đến f(l) 

Chứng minh ịii) 

c ìiả sử t không /iên tục tại /. Thê thì tôn ‘tại e > 0 sao cho bât kỳ 
a > 0 nào hao giờ cũng tìm được X ở /ân cận / bán kính oc và 

I f(x) ■*.!(/) Ii>e ^ 

Khi /ấy ạ = I ta có: (I Uj - /1 < 1 «•- 

llf(u 1 )-^//lè e 

Khi /ấy (X - 2 ta có j I u 2 - /1 < ” 

ll ffn 2 ) - ỈMH > e . : - 

.; X 
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Khi /ấy ạ =- ta có :íị u - /;T< - 
n ị n 

Ịlf(u n )-f(/)l>e 

Như thế. /à ta có cùng một /úc dãy (u„) tiến đến / và dãy (f(w„» 
không tiến tôi f(/): trái với giả thiết. Vậy Iiậm số f /iên tục tại /. 

2. Dãy u„ = f(un-i) 

Cho hàm sọ f lièĩì tục trên la, b] và có miền giá ưị chứa trong [a, b]. 
Xcm dãy số định bởi: 

—V., jui e [a, b] 

\u„ = f(u n _j) (n > 2) 

Rõ ràng /à dãy số hoắn toàn được xấc định vì u n e [a, b] với n ặ, 1 
Định lý 1 : Nêu f /à hàm số tăng thì dãy (u n ) đơn điệu và hội tụ đến. 
/. nghiệm của phương trình f(x) = X 

Chứng minh 

Ta có : U B+1 - u„ = f(u„) - f(u„_!) 

Do hàm số f tăng nên f(u n ) - f(u„_ị) cùng dấu với u„ - u„_Ị ; 
suy ra U n+ 1 - u n cùng dấu với u n - ụ„_i .Cứ thế tiếp tục ta đi 
đé n : 

U n+ 1 - u„ cùng dấu với U 2 - U) 

Từ dó : - Nếu U 2 > Uj thì dãy (u n ) tăng 

- Nếu u 2 < Ui thì dây (Un) giảm 

Dãy ^u„) đơn điệu và bi chận nẽn hội tư đến /. Và theo4ịnh /ý 
mỏ đau về hàm /iên tục thì (f(u„)),hội tụ đến í{ỉ), .do đỏ : 

/=»'</) ' . 

DỊnh tý đã được chứng minh xong 
Định lý,2 i Nếu f /à hàm số giảm thì các dãy còn (M 2 „) và c« 2 n+i) 
của dãy ( u n ) đơn điệu và ngược chiều biến thiên. 


Chứng minh 

Trước hết ta chứng minh bổ đề': 

Nêu f là hàm nghịch biến thì fof /à hầm đồng biến. 
Thật vậy : /ấy hai phần tử X, x' G [a, b], ta có : 



X < x’ => f(x) > f(x’) 
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Do giả thiết bạn đầu nên f(x), f(x’) 6 [a, b] do đó : 
f(Xr) > f(x’) => f(f(x)) < f(f(x’)) 

Vậy : 

X < x’ => (fof)(x) < (fof) (x’> 

Đặt: v n = U 2 b- Ta chứng minh dãy (v n ) đơn điệu 
Thật vậy : 

v„ * u 2n = f(u 2n _i) * f(f(u 2n _ 2 )) = (fof> (v n _i) 

Do fof là hàm đồng biến (tăng) nên theo định 'ìý 1, dãy (v„) = 
(u 2n ) /ạ dãy đơn điệu. 

Đặt: w„ = U 2n+ 1 . Ta chứng minh dây (w n ) đơn điệu 
' Thật vậy : , ' ... 

w„ = U 2n+ 1 = f(u 2n ) = f(f(u 2n _i)) = (fof) (w„_i) 

Do đó (w„) = (u 2n+ i) lầ dãy đơn điệu. 

Cuối cùng ta chứng minh (v„) và (w n ) /à hai dãy ngược chiều 
biến thiên. Ta cổ . 

w n+l ~ W n = u 2n+3 — u 2n+l 

= f(d2n+2) f(«2n) 

= f(v„+l) - f(v n ) 

Do f nghịch biến nên f(v n+ i) - f(v n ) trái dấu với v n+1 - v„, 

Suy ra w n+ j - và V n+ 1 - v„ ửải dấu nhau, nghĩa /à (w n ) và 
(v„) có chiếu biên thiên ngược nhau. 

GHI CHÚ Các dây Cồn (u 2n ) và (u 2n+ i) của (%) đơn điệu và bị 
chặn nên hội tụ zần lượt tới ì I và / 2 . Dãy (ụ n ) vân có thể không 
hội tụ nếụ /ị * h- 

I TÓM TAT : Với u„ = f(u n _i) và f liètt tục trên fa, b]. 

) Đẻ khảo sát dãy (u n ) ta tiến hành như sau : 

1/ Kièm ứa xem u n e ta, b] không ? * 

2/ f tăng hay giảm ? 

Nếu f tăng thì dãy (u„) hội tụ về nghiệm ỉ e [a, b] của phương 
trình f(x) = X 

Nếu f giảm thì xét riêng hai dãy (u 2n ) và (u 2n+1 ) 
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B BÀI TẬP CỎ l.ìíl GIẢI 


Rải 1 : Khảo sát dây (u n ) định hởi: 


(«1 = 1 


1 “n = \ í u n-l + 2 ) 

2 V «„-1 ) 

(n>2) 

(Điỵ Héron) 



Giải 

Hiển nhiên u n > 0 , V n > 1 . Ngoài ra ta còn có : 

u» > \ . 2 . = Vĩ (n > 2) 

. «-l 

Như vậy ưừ Uj, dãy số xem nhtí thuộc đoạn [ V^V + °o ] 

__ ' .,/' 12 . 

Xét hàm số : f(x) = _(x + -) 

. . 2 X 

Dạo hàm : f(x) = “■ - = — —- > ò ; V X e [ Vi", + °° ] 

2 2X 2 

Suy ra hàm số tăng trên [ V2" , + 00 ) 

... , 3 17 

Ta có : u 2 = ~ ; u 3 = — => u 3 - u 2 < 0 

Dãy (u n ) /à dãy giảm. (Chú ý là ta không dùng Uị. = 1 bởi vì Uj 
e Ị Vĩ, + 00 ]) 

Dãy (u n ) giảm và bị chận nên hội tụ đến /, nghiệm của phương 
trình: 

12. 2 

í(x) = X <=> / (x + ) = X <=> X —2 

. 2 X 

Nhưng / > 'ĩĩ nên Ậ = V 2 " 

xết /uận : (u n ) /à dãy giảm, hội tụ đến l = V2" (có hình minh họa) 
(h.l) 





Hiến nhiên 1 < u n < 2 ; V n > 1 . Dãy số xem như thuộc đoạn [1,2] 

Xét hàm số : f(x) = 1 + ~ 

X 

Đạo hàm : F(x) = - — < 0 ; V X 6 [1,2] 


I 





Hàm số giấm ưên [1,2] . Dãy (ụ n ) được xem như hợp của hái dãy 
con (u 2n ) và (u 2n+1 ) có chiều biến thiên ngược nhau. 

T 3.. 5 

Ta có : u 2 — 2 ; u 3 = - ; u 4 = - 

• Ld. s 

Do đó : 


u 4 - u 2 = ^ - 2 = - < 0 => (u 2n ) là dãy giảm. 

3 1 

U 3 -Ui=^- 1 = ^ > 0 => (u 2d+1 ) là dãy tăng 

Các dãy con này đơn điệu và bị chận nên hội tụ. 

Còn dãy (u ) nếu có hội tụ thì giới hạn l củả nó sẽ /à nghiệm của 
phương trình : 


/ = 



1-<Ĩ , . 

— “— < 0 : /oại 

1+ ^ 

—-—:nhận 


Ta suy ra: 


1 1 l ~ u n-i 

u " V1 lu n-l 


Do đó : I u n -~ /I < -Ị . I u n _j -7 I (do u n _j > 1) 

Từ đó ta suy ra . 

I U „_1 - /1 < - { . I u n _ 2 - /1 


IU 3 - /1 < - . I u 2 - /1 

I u 2 - /1 < -ị . I Uj - /1 

Nhân tất cả các bất đẳng thức ta được : 


V. 
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I u„ - /1 < 7 1 1 - 11 (do Uj — 1) 

r 1 ■ 

I +'lĩ . 1 „ . 

mà / = _— > 1 nên lim = 0 cho nên 


lim u n = / 


Kết luận. (u n ) được phân ra lầm hai dãy con 
(u 2n )/à dây giảm 
(u 2n+ i)/àdãy tăng 

(u n > la dãy hội tụ và /im u n = 

tv -*♦•* £ 

(có hình minh họa) (h.2) 




Bài 3 


Khảo sát dãy (u ) định bởi : 4 


ỉ ' 

4 

e 

to* 

II 

ỈO 1 


^ u n = ỉ - u 2 „-J (tì > 2) 


Giải 

Trước hết ta chứng minh u n 6 [0, 1] ; V n > 1 

y • U 1 = 2 e t°’ 

ụ k e [0, 1] với k > 1 
j U k + 1 = 1 - u k 2 „ 

Ị 0 < u k < 1 => 0 


Thật vậy : Uj = ị e [0, 1] 

Giả sử : u w e [0, 1] với k > 1 
Thì 

15 u k+l^ ! => u k+l e [ 0 * 1 ] 

Vậy u n € [0, 1] ; V n > 1 
Xét hâm số : f(x) = 1 - X 2 
Đạo hàm : f (x) = -2x ^ 0 , V X 6 [0, 1] 

• Đây /à hậm số giảm trẽn đoạn [0, 1]. Dãy (ụ,,) được xem như /à hợp 
của hai day con (u 2n ) và (u 2n+] )‘có chiều Hiển thiên ngược nhau. 

Tacó:» 2 ^;u, = ^u 4 = ^ 

Cho nên . 

207 3 - 

1 u 4 - u 2 = 777 - . > 0 => (U 2 n) (à dãy tăng 

4 1 256 4 

7 1 , 

u 3 - U! = 7 - - 7 - < 0 => (u 2 n +i) /à dãy giam 
16 2 

Các dãy con này đơn điệu và bị chận nên hội tụ đến lị và / 2 . 

Ta thấy rằng : 

- ^ u 2n ổ 1 => /j e [ “ , 1] 

4 4 


1 
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ắ U2n+1 5 ' => ^2 e [0, 2 1 

. Mà [0, ^-] Õ [ “■ , 1] = 0 cho nên /, / L 
2 4 1 ' 

« 

Vậy dãy (u n ) không hộl í ụ „ 

Tóm /ại 

• . (u n ) được phân ra/àm hai dãy con : 

(u 2n ) /à dãy tăng 
(uị n+1 /à dãy giảm 

• . (u„) /à dãy không hội tụ 

CHÚ Ý : Phương ưình f(x) = X tức /à X 2 X - 1 = 0 

-Ỉ+4Ĩ 

Có nghiệm / = —-- 6 [0,1] nhưng dãy (u n ) không hội tụ. 


Bài 4 : Khảo sát dãy (u n ) định bởi: 

1 Uj (cho sẵ.n) 

u n = ị (2ut, +2u n :,-l) (n >2) 


Giải 

Xét hàm số : 

1 3 

♦ y = f(x) = _ (2x + 2x - 1) 

3 

, 2 

Đạo hàm : y’ 2x z + _ > 0 , V X 6 R 
3 

Hàm số /uôn /uôn tăng 

Dãy (u ) hoàn toàn được xác định. Nêu nó hội tụ đến l thì nhất định 
/ phải Ta nghiệm của phương trình : 
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f(x) = X <=> 2x 3 + 2x - 1 = 3x 

'. <=>(x- 1){2x 2 + 2x+ 1) = 0 

<=> X = / = 1 

Mặt khác ta có : 

1 3 

u 2~*Jl =~( 2 «! +2Uị-l)-Ui 

— ~ (UỊ — 1). (2«J + 2uj + 1) 

Do 2uj 2 + 2uj + 1 > 0 bất chấp gté trị của Uj nên u 2 - Uj có dấu 
của Uj - 1. Cổ ba traờng hợp có thể xảy ra : 

1/Uj = l Ta có u 2 = 1 . Và qui nạp được : 

u n = 1; V n => lim u n = 1 

tí — 

2/ u, < 1 

u 2 — Uị < 0 => U2 

Dãy (u„) giảm và do đó xa dần số / = 1 nên khcng phải /à dãy 
• hội tụ. 

3/ u J > 1 

U2 - Uj > 0 => l»2 > Uj . ' 

Dãy (u n ) tăng và cũng xa dần số 1= 1 nên không phải /à dãy 
hội tụ. , 

Tóm lạ I 

Nếu Ui = 1 thì Un = 1 ; V n 

Nếu Ui <1 thì-(un) /à dãy giảm và không hội tụ. 

Nếu ụi > 1 thì (u n ) /à dãy tăng và không hội tụ. 

GHI CHỦ : Một lằn nữa ta thấy phương trình f(x) = X có nghiệm 
nhưng chưa chắc dãy số đã hội tụ. (có hĩnh minh họa) (h.3) 
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WẲ 


■V u 4 ^ 


R3âi 


BKI 


(A. s) 


Bàt 5 : Khảo sát dãy (u n ) định bởi: 


y (u n ) định bửi: 

u n = Va + V« + V ữ + .+^tr~ (n -1) 

n dấu căn số ị. 


n dâu căn sô 
Trong đó a > 0 cho sẵn 


Từ biểu thức của u n ta có thể viết* 

Ui = "V íã 

un = Va + w„_! (n > 2) 
Hiển nhiên /à : u n >VÕ~; V n > 1 

Tức /à : u n € [ Võ~, + oo); V n > 1 ^ 

Xét hàm số : f(x) = Va +Jt ; X e [ Vã", + ó°) 









Dạo hàm : p(x) = ■ > 0 m - 

’ • 2Va +x 

Hàm số tăng trên [ Vã" , + ~). Ta có 

Í U|=VÕV .„ 

Ị ——— => u 2 - u J > 0 => (u n ) là dãy tăng 

u 2 = Va + Vă 

Ta chứng minh bằng qui nạp : 

. 1 +Vl +4a 

u n á- - ; V n > 1 (*) 


- Với n = 1 


/— 1 + Vl +4 a _ Ị— r—— 

UỊ = Va < -——— <=> 2Va<l+Vl+4a 

2 

<=> 4a < 1 + 1 + 4a + 2 Vl +4 a 
<=>2 + 2 V1 + 4 a > ớ : hiền nhiên 


- Giả sử .có: 


1 + Vl + 4a. 

u k <- 7 -với k > 1 

Thế thì: 'U k+ i = Va + 


2 

I - A / 1 +-Ơ1 + 4a 

1 = Na + Mi < Va .+— --— 

2 * 

V4a + 2 + 2t/1 + 4a Vl +4a + 2-ựl +4a +T 
2 = 2 


1 + Vl +4a 


Bất đẳng thức (*) đúng với k + 1, cho nên đúng với mọi n. 

Dãy số (u n ) tăng và bị chận ưênnén hội tụ đến /, đó /à nghiệm 
của phương ưình trong miền [ Va , + oo) 

£(x) = X <=> Va +x = X 


X > 




<=> 


a + X = X 
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16 : 

1/ a/ Khảo sát sự biến'thiên và vẽ đà thị hàm sổ : 

y = f(x) = 2(x - 1) -r arctg X 

b/ Chứng tỏ rằng phương trình f(x) = 0 có một nghiệmduy nhắt 

là a c (1, N3 ) 

2/ Xem dãy (u n ) định bởi: 

r Uị = 1,5 

Ị “n = 1 + 2 arct s u n-l 

Chứng tỏ rằng dãy (u D ) hội tụ đến a . Tính giá trị của n để u n 
gần bằng a , sai số e (e > 0 cho trước). 


(Đề thi Tú Tài Pháp ; 90) 


1 / a/ Khảo sát và vẽ đồ thị hàm y = f(x) . 

Hàm số xác định và /iên tục trên R 

' ĩ.- ĩ 1 1 + 2X 2 _ _ 

Đạo hàm : f(x) = 2- — —- = ——— > 0 ; V X 6 R 

1+^ 1 + JC 

Hàm số /uôn /uôn tăng, không cố cực trị 

lim. f(x) = -oo;lim f(x) = + °° 


Tiệm cận : - Không có tiệm cận đứng, tiệm cận ngang 
Tiệm cận xiên : 
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ẨX) .. _ 2 arctgx , _ 

lim = lim (2 - - - ) = 2 

n->±~ * n—>±oo ■*, * 

lim [f(x> - 2x] = -2 - ^ ; lkn Ịf(x) - 2xỊ = -2 + -7 



oc e (1, VÍT) 

f /Ịên tục trên (1,W-T) 

< f(l) = -~<0 => f(x) = 0có nghiệma€ (1, 

4 

. f(V3)=2(^-l)-">0 

Do f /uôn tăng trên R nên nghiệm a /à duy nhất 
2/ Chứng tò (u n ) hội tụ và lim u n = a 

n-> 

Xét hàm số : g(x) = 1 +„2 arctgx 



Đạo hàm: g’(x) = . —~ => I g’00 I^^.Vxe R 

2 1+x 2 

X ề 

Do định lý số gia giới nội ta có : 

Ái- 

I g(x) - g( a) I < ^ IX - a I (1) ( ' 

Nhưng mà: u n = g(u„_i) và g( (X) = {* 

. .Cho nên ta được : I u„ - a I ắ 2 I u n _i - à t 


Áp dụng /iên tiếp: 


I u n _i - o I s -1 Ub_2 - «I. 


I U 2 - a I <2 . I Ui - a I 
Suy ra : I u„ - a I < ( 2 )“ -1 1 U! - a I 

Do lim (^ ) n_1 = 0 nên bất đẳng thức trên chứhg tỏ (u n ) hội tụ 

n-H~ 2 

đến a. ọ 


UOI1 u. • !_ 

Ta muốn tính n đề : I u„ - oc I < e 


Muốn vậy ta chỉ cần chọn n sao cho: (^)" . I Ui - a 1 < e 

Lấy ỉogarit Néper hai vế : -n . /n2 < /n e - /n I Ui - a I 
<=> n . /n2 s /n I U 1; — a I - /n e 

Doae ( 1 , V3 - ) nôn I ủ| — cx I = ị ^ — ot I < V3"- l nêncó thề 
chọn: ~ 

lno/-T- l)-lne - 

n > -7“-; là đạt yêu câu 

ln2 
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c BÀI TẬP ĐÊ NGHỊ 

1 Khảo sát dãy (u n ) định bỏí: 
1/ 1 ( u x s 0 


2/ • Uj = 1 


3 +2 «„_! 

u n = ——1 -- 

2 + 


(n > 2) 


(n>2) 


2. Khảo sát dãy (u n ) định' bởi > 0 và U B = v« n _j 

Hướng dẫn .. Xét trưồng hợp Uj = a > I 

. Sau đó nếu 0 < Uj = a < I thì đặt ibs- 

a 

3. Khảo sất dãy (u n ) định bởi: 

( Uj = a'(a Q và a 1) 


u„ = 1 - 


(n>2) 


Trả tòi: Dãy không hội tụ. Tại sao ? 

4. Khảo sát dãy (u n ) định bc”i: 

(«1 = 1 


t u n = 7—7— (n ầ 2) 

5. Khảo sát dãy (u n ) định bởi: 

H 

( «n = 2 (1 + "*■-») (n - 2) 

Hương dẫn : - Chứng minh dãy tăng 

- Chứng minh : u„ < 1, V n 

6. Cho day (u n ) định bởi Uj và hệ thức : 


I 

I 
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(n + l) 2 . u n = (n - l) 2 . u n _! - n (n ằ 2) 

1/ Đặt v n = u n + 4 (n >2). Tính v n theo v n _j từ đó : 

2/ Suy ra : lim v n và lim u n 

«-H-~ n-++°° .) 

Đáp số : lim v n = 0 

' n > l °° 

lim u n = - 

n —4 

7. Cho hàm số g định trẽn đoạn [0,1} bởi: 

_\5/3 

g(x) = 2 (1 - x) 

1/ a/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số. 

b/ Chứng minh : - ^ ắ g’ (x) < 0 ; V X e [0,1Ị 
6 

c/ Chứng minh phương trình g(x) = X có nghiệm duy nhắt 

a ẹ [0,1] - 

2/ Xem dãy (u n ) định bỏri: 

1 - 
Uỉ 3 

«n = g(u n -i> (n > 1) 
a/ Chứng minh t Un € [0, 1] ;V n > 1 

b/ Chứng minh H Un - a I < k . I Un-1 - a I ; V ri > 1 trong đó k 
là một hằng so. 

c/ Tính lim Un 

* * 
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§5 DÃY QUI NẠP TUYẾN TÍNH 

A MỘT Số KIẾN thức Cơ bản 

1. Dãy qai nạp tuyến tính cấp 1 

. ■ - 

U B = a .Ti n _j (n > 2 và a* 0) 

Đẩy chính là cấp sô nhân công bội a đã xét ỏ §2 
I Mj 

' 1 u„ = àu n _| + b (a * và b *; n > 2) 

Cộ thê đưa dãy này về cấp số nhân. Thật vậy, đặt: 

v n = u n + h (h : 1 hằng số nào đó) 
fv n ) /à cấp số nhân công bội a : x 

• v„ = a . v n _! <=> u n + h . = a(u n _! + h) 

<=> u a + h = (au n _Ị + b) + ah - b 

s — . -««S|- - " ■» 

b 

<-> h =-^-.(với a* 1) 
a- 1 

Cỏn nếu a = l thì hiển nhiên (M n ) /à cấp số cộng : 

Thí dụ : Cho dãy (u n ) định bởi: 

' t 

|u n = 2u n _ 1 + 3 
Tư đưa về cấp số nhân như sau : 

Đ # t: ' v „ = u n + h 

như trên, tư tính được'h = 3 

Do đỏ: v n = u n + 3 = 2u n _j + 6 = 2(u n _! + 3) = 2v n _! * 

Vậy (v n )/à cấp số nhân công bội a = 2 

2. Dãy quí nạp tuyến tính cấp 2 

Dạng cùa loại dãy quan trọng này là : 

tt, ,u 2 ■ . 

U B = a . u n _j + b . u n _2 (1) (a, b : hằng số và b khác 0) 
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Cũng nhu tất cả các phần trên, ta chỉ đề cập đến trường hơp dry số 
thực mằ thôi. v 

Vơi n cho sẵn dĩ nhiên là tạ tính tường minh được u a bằng cách tính 
Uj , Điều này cho thấy rằng tồn tại duy nhất một day số thỏa 
,ẳn đe đặt ra. ~v - 

Chúng ta thử tìm xem tồn tại không các dãyf(r D )j với r /à số thực 
khác 0 thỏa (1). Thế thì phải có : 

r n *= ar n_1 + br n 7 2 <=> r 2 - ar^*b = 0 (2) 

Phương trình (2) gọi là phương trình đặc trung của dãỴ(u a ). Có 2 
trường hợp : 

1/ (2) có hai nghiệm phân biệt r\ và T 2 . Các dãy (ri“) và (r 2 n ) thỏa (1) 
do đó dãy ( « r? + p rĩ) cũng thỏa (1) - (Bạn đọc có thê kiểm ưa 
. lại ) - Trong đó a, p /à hai hằng số. - 

Do giả thiết và do trên ta có hệ sau đây : 

T\ ct + r 2 p = Uj 
f] 2 oc + r^ 2 p = U2 >, 

Hệ này cho phép tính được ( a , x p ) một cách duy nhất. Thật vậy 
định thức của hệ là : 


r i 12 

ri 2 r 2 2 


= r ir2 («"2 - n) = ~b( r 2 “ r l) ^ 0 , 

I ■. • ' , / 

Như vậy dãy a r" + p r” là dãy duy nhất tìm được thỏa vấn đề. 

2/ (2) có nghiệm kép. Khi ấy 

a a 2 

n = r 2 = „ và b = - , (b * 0 => a * 0) 

2 4 

Ta thủ tìm xem tồrì tại không một dãy (r\ ũ v n ) thỏa (1) 

Khi ấy (1) được viết: 


Hay là 


u n = a . u n _! - — . U n _ 2 
4 


2 

n .. _n -1 _ a _n-1 .. __ 

1| V„ = ar 1 . . V„_1 - =- Tị v n _2 <=> v n = 2v n _i - v n _2 
4 


<=> v„ - v n _j = v n _i - v n _2 
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Điều này cho thấy (V n ) /à một cấp số cộng nện : 
v„ = a + p . n 

Như vậy dãy ((á + p n). rj“) /à dây duy nhất thỏa đề bài với 
ạ, p tính bởi: 

( (a + P).. TịBUi 
Ị (a + 2P). Tị 2 = ủ 2 
Định thức của hệ : ' 
rin 
rj 2 2r, 

B BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI 

5 ‘ * 

lải 1 Cho dãy (u n ) định bởi UI, U 2 và : 

u n = 3u„_| - 2 u„_ 2 (n > 3) 

Tính Un khi biết: 
i/ uj = 2 ; u 2 = 3 

A . ! t >'ị ■ 1 t ■ . 1 1» Í»J* », 

2/ Uj = 0 ; u 2 = 1 

Giải 

Phương pháp giải 

Lập phương ưình đặc trưng 

Nếu phương trình có hai nghiệm phân biệt ty, r 2 thì dãy cần tìm 
(duy nhất) có dạng u n = a r^+ pHỊ 

Nếu phương trình có nghiệm kép r thì dãy cần tìm (duy nhất) có 
dạng u n -= (a + pn) r" 

• Phương trình đặt ưưng : 

T 2 . 3r + 2 = 0 <=> rj = 1; r 2 = 2 
Do đó: u n = a + p.2“ 

• Định a, p nhờ Uj và u 2 



2 = ri 3 *0 
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- 1 / Ui = 2 ; U 2 a 3 . Ta có : a + 2p = 2 . a=l 

a + 4p = 3 1 p=^ 

Vậy . u n = 1 + 2 • 2° = 1 + 2 n_1 

2/ Uj = 0; U 2 = 1 Ta có : 
a + 2p = 0 

a + 4p = 0 


Vậy: u n = -1 + ( ^ ). 2" = -1 + 2 n_1 



Giẳi 


’ Phương trình đặc trưng : 

r 2 - 4r + 4 = 0 <=> r = 2 (nghiệm kép) 
Do đó : u n = ( a + p n ). 2 n 
. Định a, Pnhờu, vàu 2 
1/ U| = 1; u 2 - 2 . Ta có : 

(a + P).2=l (a+p=* 

<=> Ị- 2 <=> 

(oc + 2p).4=2 (a + 2p ■=* 2 

Vậy:u n = ^.2 =2 
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Bài 3 : Dãy FIBONACCI 

Đó ỉa dây (u„) định hỏi: 


Í UJ = 1; u 2 = 1 
u„ = u n _! + u n _2 (n >; 


1/ Tính u n theo n 

2/ Chứng minh một số tính chất sau đây cué dãy Fibonacci: 
1/ Uj + u 2 +... + u n = u n+ 2 - 1 
2/Ui + u 3 + ... + U 2n -1 = u 2n 
3/ u 2 + u 4 + ... + u 2n = U^+I - 1 
4/ Uj 2 + u 2 2 +... + u n 2 = u n . U B+1 


1/ Tinh u n theo n 

Phương trình đặc trưng 

, 2 . 1-VĨ Ỉ+VT 

' X - X - 1 = 0 <=> Xi =—-—; x 2 = —“— 

2 2 

íi-iirr Ji+vrf 

»«*:»> = « J +B ■ 2 

Định a, p bởi đièu kiện đầu : 


«1 = 1 


u 2 = 1 


1-V5 „ 1+V5 

a • ^rH+P- o - =1 


1-Ì5 . 1 + V5 

2 J +p [ 2 J =1 

(1 - ■'/5*) <Ị + (1 +^ỉĩ) p = 2 

, (3 - Vi”) a +- (3 + Vi” p = 2 


* FIBONACCI - Tức là Leonãrd de Pise (1180-1250) nhì Toán học người Ý; hoạt 
động ồ nhiều linh vực : sé học, hình học,... 
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Un + Un+l = U n+ 2 

Cộng tất cả các đẳng thức và đơn giản những sổ bạng giống 
nhau ở hai vế, ta được : 

Ui + (Uị + U 2 + ... + u„) = u n+ 2 => Ui + u 2 + ... + u n = u n+? -1 
2/ Ui + U 3 + ... + u 2n _i = u 2n 

vẫn do cách xác định dảy số, ta có : 

«1 =u 2 

u 2 + u 3 - = U 4 '*r 

u 4 + u 5 = u 6 


U2n-2 + ụ2n-l = «2n 

Cộng tất cả các đẳng thức và đơn giản, ta có : 

Ui + u 3 + u 5 +... + u 2n _i = u 2n 
3/ u 2 + u 4 + ... + u 2n = U 2n+ 1 - 1 

Ta cũng có thể làm như hai câu trên hoặc dùng kết quả hai 
. câu trên : 

u 2 + u 4 +...+ U 2b =(Ul + u 2 + ... + U 2b ) - (Uj + u 3 + ... + U 2 u_i) 
= (u 2n+ 2 - 1) - (u 2n ) 

= ( U 2n+I + u 2n) - 1 - u 2n (do định nghĩa) 
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4/ 


- u 2n+l - 1 

Ui +u 2 2 +... + u „ 2 = u n .u n+ i 
Với 2 <, k ắ n ta có : 


Vì vậy : 


u k . Uk+1 = u k (u k _i + u k ) = u k . u k _, + u k 2 


u,u 2 

U 2 U3 

U3U4 


= u ; 2 2 
88 UịU 2 + u 2 2 

= U 2 U 3 + U3 2 


u n • u n+l = U„-1 . u n + Un 
Cộng tất cả các đẳng thức và <Iơn giản, ta được : 


2 ... 2 ... 2 

= Ui +u 2 +...+ u„ 


Un • U „+1 

c BÀI TẬP ĐÊ NGHỊ 

1. Cho dãy số (u n ) định bcri Uj, Uj và : 

«n = ị (2«n*i + 3u n _j) (n > 3) 

Hãy tính u n theo n khi biết: 

1/ 11 ] = 0 ; u 2 = 1 

2/ Uj = 1 ; u 2 = 1 

Trong mỗi trường bợp hãy tính lim u n 

n— H-O® 

5 21 

Đáp số : 1/ lim Un = ^ ; 2/ lim Un = 

n ' H -00 ^ w—>foo ^ 

2. a, b lả hai số cho sẵn. Lập dãy (ụ n ) định như sau : 

1 Uj = a ; u 2 = b 

1 w ' 

u n = 2 (“n-I + u n- 2 > (n s 3) 

Tính u„ theo n và tính lim u„ 

n—M-oo 
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, - a + 2b 2 , _ 1 _ 

Đápsố .ũ„ = -^—+ ^(a-b).(-^) n 

a + 2b 


■ .lim u„ = 

n— H«o 

3. a, b /à hai số dương cho sẵn. ỉập dây (u n ) định như sau 

í Uị = a ; u 2 = b 

\ «ỵ= Vw„_! . u„_2 

Tính u n theõ n và tính lũn u n ’’ 


n— H-~ 


Huớrtg dẫn : Chuyển sang /ogarit rồi là m như bài số 2. 
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§6 BÀI TẬP TÔNG HỢP 

A BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI 

<* 

Bầi 1 : Cho dây (u n ) định bởi: 

i 1 , . 

u y —--- ■- -- (n ằ 1) 

k.(k + l)...(k+p) 

k = 1 

Trong đó p là một sổ tự nhiên khác 0 cho sẵn 
Chứng minh : 

_ 1 r 1 _ n! 

Un ~ p pl ( n+p)ì 

Suy ra lim u n 

n— 

Giải 

Ta chứng minh hệ thức : 

Un = t ì;-77777 (1) 

p [p! (n+p)\ J 

bằng phương pháp qui nạp : 

Với n = 1. Ta có : 

_ 1_1 

Ul “ 1.2.3...(1+p) ~ (p+ 1)! 

_ 1 Jữ __ 1 (p+l)-l 

~ p (p+l)i~ p (p+1)! 

J!_ 

(1+p)! 

Giả sử (1) đủng với n > 1, ta chứng minh (1) đúng với n + 1. Thật 
vậy, ta có: 

' 67 1 • 



\ 

: (1) đúng với n = 1 


/ 




rt +1 


k.(k+ỉ)...(k+p) 


u " («+l)(n+2)... (n+p+1 ) 

nì 1 nì nì 

= u n + — — + " 

(n+p+ 1)! pp\ p(n+p)\ {n+p+ 1)! 


p.p\ ' (n+p)\. [p n+p+ lj 
1 n!(n+l) 

p\p\ p.(n+p)ì(n+p+l) 

1 I" 1 («+l)! " „ . • . . 

= . -: công thức (1) đúng với n + 1 

p [p\ (n+p+l)!j 

Vậy (1) đã được chứng minh đúng với mọi n e N* 

Đê tính giới hạn của u n ta chú ý rằng : 

n\ j_1_ 

(/í+p)! ịn+ỉ)(n+2)...(n+p) 

tiến tới ơ khi n tiến tới + oo 


limu„ = , 

ZL p-p'- 


Bài 2 : a > b /à hai số dương cho sẵn. 

Ta định 2 dãy số (u n ) và (v n ) 

như sáu : 

f U| = a ; V| = b 



1 M«-l + v„-l 


* 

" 2 

(1) 


v n — Vm w _i v n —1 

(2) 

Chứng tò rằng hai dãy số có chiều biến thiên ngược nhau và hội 
tụ đến cùng mọt giới hạn. (KỈiông yêu cầu tính giới hạn đó). 


I 

I 





Hiển nhiên /à u n > 0 , v n > 0 , V n >1 (có thể thấy bằng qui nạp) 
Do bất đẳng thức cô si ta có : v n < u n ; V n >2 


u n + v„ 

Tacó: u n+1 -u n = ^— - 

Vậy dãy (u n ) giảm . Mặt khác : 


v„ - 

u„ = < 0 

n o 


i n ) giảm . Mặt khác : 

V„+1 _ Vívv^ _ -\[Ũ” >Ị 
v„ v„ v„ 

_XIL.> iL* I_: J~ _'/ 


Vậy dậy (v n ) tăng. Như thế hai dãy (u n ) và (v n ) có chiều biến thiên 
ngược Iihau 

Ta có thể hình dung : 

V, < v 2 < v 3 < ... < v n < u n < u n _ị < ... < u 2 < Uj 
cả hai dãy đều bị chận trong [a, b] nên hội tụ. 

Đặt / = lim u n ; /'= lim u n 

«->+« n->+oo 

Áp dụng định lý giới hạn vào giả ứòết (1) ta có : 
l + l' 

/=-“-<=>/ = /’ 

2 

Vậy hai dãy cùng hội tụ đến một giới hạn 
GHI CHÚ : 

(i) Giới hạn chung này được gọi /à trung bình Gauss của hai số dương 
a và b. 

(ii) .Chí khi nào chứng minh xong sự hội tụ của hai dãy ta mới được 
dùng định lý giới hạn. 
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Giải 

Trước hết ta có, do cách xác định hai dãy (u n ) và (v n ): 

. u„ - v n = ^ (u n _! - y n _!> (n > 2) 


Un-l - v„-l = ị (u n _2 - v n _ 2 ) 


U 2 -v 2 = ^(ui-v 1 ) = “(a-b) 

Từ đó ta suy ra : 

u n - v„ = . (a - b) => lim (u n - v n ) = 0 

3 n—i 

«->+*■» 

cho nên, nếu hai dãy hội tụ, thì chúng sẽ hội tụ đén cùng một giội 
hạn. 

Bây giờ ta ta chứng minh hai dãy hội tụ. 

- Nêu a = b thì bằng qui nạp ta chứng minh được : 

u„ = v„ = a; Vn > 1 => lim u n = lim v„ 

rt—>+oo . «->+oo 

- Giả sử a < b . Từ giả thiết ta có thể viết: 

3u n = 2u„_i + V „_1 <=> 3u n - 3u„_i t= V„_J - U „_1 





Cứ thế cho n các giá trị nhỏ dần ta suy ra : 

Un - U„-1 = 7~ (v, - Uj) = (b - a) > 0 

1 ^n —i 

Vậy (u n ) /à dãy tăng 

Bằng cách /àm như ưên ta cũng được : 

v n -v„_i = —(a-b)<0 
3 1 

Vậy (v n ) /à dãy giảm 
Mặt khác với mọi n > 2 

ỉ 

Un - v„ = _ (a-b) 

3 

1 u => u„ < v n 

a< b 

Như vậy ta có : 

a = u, < u 2 < ... < u n < v n < v n _, < ... < v 2 < V, = b 
Diều này chứng tỏ rằng cả hai dãy đều bị chận. 

Kết luân (u n ) và (v n ) /à hai dãy hội tụ đến cùng một giới hạn. 


Bài 4 : 1/ (u n ) /à một dãy số dương 


. ■ “«+1 

. Chứng minh răng nêu lim( ) 

= ỉ r thì lim n 'ĩũ^ ì - l 

M->°° nn 

n—ỳo o 

. Tìm một phản thí dụ cho thấy đảo lại là không đúng. 

2/ Áp dụng : Tính : 


a/ lim "V c%n 

(n >1) 

• 

b/lim “. ”Vrt.(n+l)...(n+n) 

n^o n 

(n>l) 





íịiải 

1/ . có hai trường hợp, nên xét riêng : 

1) / > 0 cố định £ sao cho E < /. Theo giả thiét: 

3 u n+i .1 

n 0 eN*:n>n 0 => -— /Ị <e 

«7» 1 

Do u„ > 0 ; v.n 6 N* nên ta có : 

n ằ n 0 => (/ - E) u„ < u n+1 < (/ + e).. u n 
Từ đó ta suy ra : 

ơ - E). U„_1 < u„ < (/ + e), U|)_J \ 

(/ - e ). u n _2 < u n < (/ + e ). u n _2 / (có n - n G - 1 hàng) 

(/ - e). u no < +1 < (/ + e) Uni 

Tất cả các vế đềụ dương nên có thể suy ra: 
u„ 0 . (/- E ) n_ " o_1 < u„ < u„ 0 (/ + e)"“ n ° _1 

Hay /à : 

n-r >Q -1 ' __ n ~ n o~l 

"VãT. ơ-e) n < . (/+ e ) n 

Khi n —' + oo thì: 

—> 1 (xem bài 2, §3) 

(/i-n 0 -i) ' 

(/ — E ) n —> ỉ ~ E 

■ («-«„-!) 

(/ + £ ) n —/ + £ 

Cho nên: • 

3nj e N* : n s nj =>/-2 £ < ”Vw^</+2 £ 

Điều này chứng tỏ : lim "Vã^ = l 

n-*+o o 

2 ) / = 0 

vln £ > 0 cho sẵn, tồn tại n c e N* sao cho : 
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«+! 

II > n => 0 < < E 

M ” . ‘ 

* => 0 < U n+ | < u" n . £ # 

Dùng cách lặp lại nhiều /ần như irên ta được : 

. n—n„— 1 

0 < u n < u„ o . £ 

Suy ra : 

_ n-n a -1 

0 < "Vũ„ < . £ ,7 

Khi n -» + °o thì . 

”Vm7 -> 1 

o 

g .« —> e 

■*\ 

Cho nên : 

3ni è N* : n > Itị ->ọ<u n <2e 
Vậy : lim = 0 

f|_-»+oo 

Tóm lại trong cả hai trường hợp ta đều có. lim u„ = / 

n-^+oo 

, , M «+l 

Dảo lại khi có lim u n = l chưa chăc đã có lim ■“—= / 

n—M-oo N-H» 

Thật vậy ta chọn dãy (u n ) định như sau : 

I u 2 = u 4 = ... = u 2n = a 

(Uj = u 3 = ... = u 2n+) = b (a >(•); b>0 vàa*b) 


Ta có: 

lim 

rì— H-~» 


= lim 

tì— >-foo 

Nã= 1 


lim 

2n+l.r 
'^2n+l 

= lim 

2,,+1 V7= 


tì— H-oo 


tl— »-H*> 



rức là lim "'lu,, = 1. 

tl —»+«*> 
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Trong khi đó . 

u 2 n+ỉ b v «2/1 - a 

—— = - và —-• = 7 

«2/1 a u 2n ~i b 

, .s b , a ,, . ^ , , M/ 1+1 

Mà - và 7 là những hăng sô khác nhau nên ta có thê nói (-) 

a h - • u„ 

không có giới hạn. , , 

2/ Áp dụng 
a/ 'linh lim 


Đặt u n = Ổìn • Ta có : 

(2 /2) ĩ (2/2)! 
U|í = n\( 2 n-n)ì = („1)2 

WH-1 (2/1+ 2)! 

U B+1 = W(/l+l ) ~ ~ ĩ 

(«+l)! 


Do đó nên 


«11+1 (2«+2)(2«/l) 

I/.. . 1 


=>. lim (-—■■) = 4 
«->+» M « 


Hiển nhiên u n > 0 ; V n 6 N* cho nên áp dụng câu 1/ ta có : 
lim ”V«7 = lim "Vc-Ịrt =4 


b/Tính lim ■■.. "V/ 2 (/ 2 +l)...(/ 2 +/ 2 ) 

/ỉ —>+00 ^ ! 


Dặt. u n = 


/2(/2+l)...(«+«) 


Ta có : 


(/ 2+1 )(/ 2 + 2 ).. .(/ 2 + 1 +/ 2 + 1 ) 
Un+I = I 

. (n + ir' 
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I)o đó : 


u n +1 


(«+1 )(n+2)....(«+1 +«+1) 

(«+l)" +1 * 
n(n+l).. ịn+n) 

n 




n 


lĩ 


n.(n+l) 
'n * 


n+1 


. (2n + 1). (2n + 2) 


v” +1 ; 


(2n+l).(2n+2) 
rt.(n+l) 

1 (2n+l).(2n+2) 


n.(n+\) 


c cho nên : 


(1+y 

n 

Khi n —> + °° thì (1 + 1 )" 
n 

'Vu 1 „ 4 
lim- = .4 = 

' n->+o° U M e e 

Áp dụng câu 1/ tu suy ra: 

1 „,ĩ—rr~ -- 4 

n e 


lim - ,"Vn(n+l)...(n+n) ='•■ 

n—>oo 

(ỈHI CHÚ.: Câu này có thể dùng định nghĩa của tích phân xác 
định để giải.Lời giải vắn tắt như sau : 

■ » n" 

Lấy /ogarit Néper hai vế : 


lnu n = hì 


Sin 

• I 

= ‘£ln(l^) 

n lĩ 


(l+f) 

n 


p = 1 
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vế phải /à tổng tích phân của hàm số f(x) = /nx trẽn đoạn [1,2] 

. . . v i 

ứng với phép phân hoạch đêu và phép chọn g = Xj = 1 + . 

n 

Suy ra : 

lim /nu„ = ị 2 /nx . đx 
n~*x> 1 

2 

- |x/nx - n]! _ 

= (2/n2-2 )-(llnl - 1) 

= /n 4 - 1 = /n ~ 
e 

4 

rừ đó suy ra: lim u n = 

n—ỳoo c 

(Bài giải vắn iắl nay đòi hỏi người đọc phải biét tích phân xác 
định và nhiều kiến thức khác có /iên quan nên người viết nêu ra 
cho một ố bạn đọc có trình độ, để tham khảo). 

Bải 5 i 

1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm Su : 

<b (x) = ln (1 + e x ) 

... , , 1' *- 

2/ Chứng .ỏ I 0>' (x) I < ị ; V X > 0 

3/ Xem dãy so u n = o (u n _j) vổi n > 1 và u o = oc 
Chứng tỏ rằng (u n ) /à dãy hội tụ và tính giới hạn của nó. 

Giải 

1/ Khảo sát và vẽ đồ thị hàm so 
Miền xác định : 1) = R 

... w. -X 

-e 

Đạo hàm : y' = (x) =— <0 ; V X e R 

c' r +1 

Hàm số /uôn giảm, không có cực trị 
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Tiệm cận : 

Hiền nhiên là : lim <ĩ> (x) = 0 

,v— 

Cho nên bên phía X > 0 đồ thị có tiệm cận ngang /à ưục hoành 
Mặt khác la viết: 

<5 (x) = In ( ) = —X + /n (e x + 1) 

X 

e 

Do lim ln (e x + 1) = 0 nêr. plíía bên X < 0 đồ thị có tiệm cận 

xiên /à đường thẳng y = -X 
. Bảng bién thiên 




2/ Chứng minh : I O' (x)l < '1 ; V X > 0 

. _ y __ v ' é~ x 1 

l a có : <J>’ (x) = ;• => I O’ (x) I = = - 7 - 

e ' v +l- e x +l e x +\ 

.. X. .. 1 

Do X > 0 nên e >1, do đó : I «I>’ (x) I < 2 ; V X > 0 

3/ Khảo sát dãy u n = ® (u n _|) 

Nếu dãy (u n ) hội tụ thì phải hội tụ đến l, nghiệm của phương 
trình : 

<t> (x) = X 

Tức /à : /n (1 + e x ) = X <=> -X + /ri (e x + 1) = X 

<=>/n(e x + 1 ) = 2 x 

<=> e + 1 = e 

<=> (e ) - e - 1 = 0 . 

..l+\(5 

Do / > 0 nên :/=■■■ 

2 

Mặt khác, áp dụng định lý lagrange trên [a ; b] với 0 < a < b 
Ta có : 

.0 (b) - 0 (a) = d>’ (c). (b - a) với c € (a, b) f 

Cho nên : I d> (b) - <D (a) I < ~ I b - a I 

Suy ra . I U n - d> (/) I < 2 I U „_1 - /1 

hay /à (do 1 = 0(1)): I u n - /1 < 2 I U „_1 - /1 (n = 1, 2, ..., n) 
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. , 1+V5 . 

Kêt qua : (u„) /à dãy hội tụ và : lim u n = l = — 

n->+'°° 2 

BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ. (Tổng hợp - Ôn) 

1. 1/Chứng minh : 

a 2 

a - _ < In (1 + a) < a ; V a > 0 

2 

2/ Xem dãy (u n ) định bỏi : 

Un = 0 + ) (1 + ~ ) ••• (1 + ) 

n n n 

t Áp dụng bát đắng thức ỏ câu' 1/ để chứng minh rằng (u„) 

là dãy hội tụ mà ta sẽ phải tính giới hạn của nó. 

Hướng dẫn 

1. Dùng sự biến thiên của hằm số : 

(p (a) = a - /n (1 + a) 

2 

Vị/ (a) = /n (1 +a) + „ - a 
2 

2. Coi hai dãy (u n ) và (v n ) định bởi: 

U] , Vj (hai số dương cho sẵn) 

«n-l+V„-1 
u " - 2 

2 1 1 

v« M„-l v„_! 

Chứng minh hai dãy cùng hội tụ đến một giới hạn. Tính giớỉ 
hạn ay. 

Hướng dẫn 

Bằng qui nạp chứng minh được (u n ) /à dãy giảm và (v„) /à dãy 
tăng 

Hãy chứng minh : .u„ - v„ < - (Un -1 - Vn-i) 

Từ đó kết/uận ? 
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Đe tìm giới hạn chung nãy /ưu ý : 

u„ v n = u n _! . v n _[ và v„ < ^ v„_! < u n 

3. Coi hai dãy (u n ) và (v n ) định bởi: 

Uị > 1 ; Vj > 1 (cho sẩn) 
u, <VJ 

«n = 2 (“n-l + Vv«-1 ) 

u n = 2 ( v n-l + ^«n -1 ) 

Chứng minh hai dây cùng hội tụ đến một giời han. Tính giới 
hạn ây. 

Đáp số : / = 1 

4. (u n ) và (v ti ) là hai dãy hội tụ. Ta đặt: 

M„ = max (u„ , v n ) 
m n = min (u„ , v„) 

Chứng tỏ ràng (M n ) và (m„) là hai dãy hội tụ và tính giề' 
của chúng. 

Hướng dẫn : Chứng minh : max (a, T>) = ^ (I a b I + a r» 

min (a, b) = " (- I a - b I '• a + b) 

2 

Với mọi số thực a, b rồi áp dụng g.ải auyết bài toán 

5. Coi hai dãy (u n ) và (v n ) định bởi. 

u_ - .,itt na ; (a * k n cho sẵn ; k 6 Z) 
u„ = cos na 

1/ Chứng tỏ rằng nếu một trong hai dãy hội tụ thì dãy còn lại cũng 
hội tụ. 

2/ Dùng định lý giổi hạn và vài công thức /ưựng giác cơ bản chứng 
tỏ rang sự hội tụ nói trên sẽdẫn tới điều vô lý. Tữđó kêt/uận? 

6. Coi hai dãy (u n ) định bởi: 
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u n = ^1+^2+...+^« (n > 1) 

n căn số chồng chất 
1/ Chứng minh (u n ) /à dãy tăng 

2/ Đặt: v n = ^2 2 ° + V? - f yỊl 2 *+■... +^2 2 " ' (n > 1) 

. Chứng minh : n > 2 n_1 với mọi n > 1 
. Chứng minh : u n < v n 
. Đặt: w n ‘ = ^1 +Vc+... +>/r 

n căn số chồng chất 
Chứng minh : v n = 'ỉĩ. w n 

Chứng minh các dãy (v n ) và (w n ) hội tụ, suy ra (u n ) hội tụ. 

7.1/ Chứng minh rằng phương trình tgx = X có một nghiệm duy nhất 

, n lĩ 

Un trong khoảng (.-“ + njr,~ + nĩc) vơi n £ N 

2/ Khảo sát dãy (v n ) định bởi: 

v„ = - + n n - u„ ; (n e N) 

3/ Từ đó suy ra có thể khai triển u n như sau : 

n 11 


“n = n * + + 71 • 

2 nn nn 


VỚI lim e„ = 0 


Hướng dẫn 

Jt n 

1/ Xét hàm f(x) = tgx - X trên (- — + nn,~ + nrt) 
2/. Chứng tỏ v n € (0, ; V n ^ N 


. lim v n = 0 

rt—H«* 
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3/ Do v n = — nên v„ = — (1 + $,) 
nn nn 


8.1/Chứng minh : ~~ < /n (1 + —)<r- ;V x>0 

1+JC X X 


n -1 
n 

2/ Chứng minh : y, < /n n < y,- ; (n >2 và n 6 N) 

P=1 
/I 

^,1 , , . V ._ 

3/ Đặt: u n = >. - /n n . Chứng minh răng dãy (uJ hội tụ 

" p . 

p =1 

(Ghi chú : Giới hạn của nó được đặt tên /à hằng số Euler) 

9 . Đặt: u = 1 + 'ĩĩ ; V = 1 — 3/2" 

1 /. Chứng minh rằng ta có thể viết: 

u n = a n + bu V2" và v n = a„ — bj, 'ĩẵ 

Trong đó a n và b„ là hai số nguyên dượng tiến ra + « khi n 
tiến ra + 0° . Suy ra rằng : 

lim 7- = V2 và lim (u n - 2a„) = 0 

„ . . 

n-ị+oo n /I—H-oo 

2/ Chứng tỏ a n 2 - 2 bn 2 cố định, suy ra an và bn nguyên tố cùng 


nhau. 
3/ Tính : 


lim 

n-M-00 ữ n 


ữ n +1 b n+ ! 


■ 4/ Tính các tổng sau đây theo n : 

n n 

s’n = và s ”n = 

f - 1 

... ; s'„ 

và tìm giới hạn : lim -77- 

»—>00 ^ n 


i= 1 
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5/ Chứng minh rằng tồn tại hai sổ thực cố định oc và p sao cho : 

a n+2 = a • a n+l + p • a n 
b n+ 2 = a . b n+1 + p . b„ 

Tính nghiệm của phương trình X 2 = a X + p và giảt ihích kết 
quả thu được. 


